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Resumo—Este trabalho discute a aplicação das equações inte-
grais do campo magnético (MFIE) e elétrico (EFIE) na predição
de cobertura em enlaces radioelétricos sobre solos suavemente ir-
regulares. Assume-se que o enlace é suficientemente longo, de
forma a considerar a incidência localmente rasante. Nesta situ-
ação, as perdas no terreno (considerado homogêneo) são aproxi-
madamente tratadas através das condições de contorno de Leon-
tovich. Assume-se também que o perfil do terreno é perpen-
dicularmente invariante em relação ao plano de incidência, per-
mitindo o tratamento aproximado do espalhamento esférico pelo
método da fase estacionária. Através de casos de estudo mostra-
se que para a polarização vertical a MFIE é a mais indicada, do
ponto de vista numérico, e que a aproximação de solo condutor
magnético perfeito é preverível à de condutor elétrico perfeito.
A formulação e conclusões podem ser diretamente aplicadas no
tratamento da polarização horizontal com o auxílio do conceito
de dualidade.

Palavras Chave— Propagação radioelétrica, equações inte-
grais.

I. INTRODUÇÃO

A utilização de equações integrais na caracterização da
propagação radioelétrica vem despertando o interesse de
pesquisadores desde o trabalho clássico de Hufford [1]–[4].
Dada a complexidade inerente das formulações propostas, di-
versas aproximações foram estabelecidas para a solução de en-
laces eletricamente longos, sendo as mais usuais o tratamento
puramente bidimensional do problema [5] e a aproximação de
solo condutor elétrico perfeito [6],[7]. Recentemente, Hviid
et. al propuseram uma técnica baseada na equação integral do
campo elétrico (EFIE) para uma propagação verticalmente po-
larizada sobre terrenos suaves [8]. Assumindo incidência lo-
calmente rasante, e dada a polarização vertical, foi proposta
a aproximação do solo como um condutor magnético perfeito
e, consequentemente, a resolução do problema através de cor-
rentes magnéticas equivalentes. O solo também foi assumindo
perpendicularmente invariente e o espalhamento esférico foi
tratado através do método da fase estacionária, culminando
em uma equação integral de linha sem a necessidade do trata-
mento puramente bidimensional. O retro-espalhamento da en-
ergia foi desprezado (dada a condição de terreno eletricamente
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suave), permitindo a avaliação recursiva das correntes equiva-
lentes através do método dos momentos (MoM) sem a neces-
sidade de uma matriz cheia. Técnicas de aceleração numérica
foram propostas posteriormente [9]–[11]. Recentemente, foi
desenvolvida uma solução para o problema discutido em [8]
baseada na equação integral do campo magnético (MFIE). Tal
solução mostrou-se numericamente mais estável, com con-
vergência rápida [12],[13].

O presente trabalho visa estender a EFIE em [8] e a MFIE
proposta em [12],[13] no tratamento da condutividade do ter-
reno, mantendo-se as demais características e aproximações
discutidas em [8]. Resultados numéricos são apresentados
para a cunha de Luebbers [14]. Nela, as soluções são com-
paradas com a teoria uniforme da difração (UTD), com o trata-
mento heurístico da condutividade proposto em [15]. Os re-
sultados demonstram que, nas atuais circusntâncias, a aproxi-
mação de solo condutor magnético perfeito é preferível à de
elétrico perfeito. Além disso, observa-se que a MFIE propicia
resulatdos mais estáveis quando comparada à EFIE, mesmo no
caso de solo condutor elétrico perfeito.

Ressalta-se que a formulação a ser apresentada pode ser di-
retamente modificada, através do conceito de dualidade, para
o tratamento da polarização horizontal. Esta polarização, no
entanto, não é aqui discutida, já que não traz nenhuma novi-
dade no ponto de vista numérico. Finalmente, é assumida uma
variação temporal da forma ������� �	��

� .

II. EQUAÇÕES INTEGRAIS

A EFIE e a MFIE podem ser convenientemente represen-
tadas como [16]:

�� � �� ������� ���� � � �� ����� ���� � �� � � ��"! � �# �%$�& (1)�' � �� �����)( �'*� � � �� ���,+� ���� � �# �.- ��"! � �� �%/0& (2)

respectivamente, onde
���� �

e
�'*� �

representam o compo inci-
dente radiado pelas fontes, � é a impedância intrínsica do meio
(vácuo), �1� + ou 2 para um observador fora ou sobre a su-



Fig. 1. Geometria básica do problema.

perfície � do terreno, respectivamente,���� � �� ��� -"������ ( �� � ���� �
	 - +� !�� ��
 �� � ���� � � � 	 /���� � & (3)

��"! � �� ��� -��� �� � ���� ��� � � 	���� � (4)

e 	 ��	 � �� & ���� ��� ������� -"����� �� - �� � � ���� � �� - �� � � (5)

é a função de Green do espaço livre. Como de costume, o
observador é localizado por

�� e as correntes equivalentes por�� � (Fig. 1). As correntes são então avaliadas através da im-
posição das condições de contorno sobre � . Aqui serão ado-
tadas condições de contorno de Leontovich, para a considera-
ção aproximada das perdas no solo [17]:�� � �� ���� �� � � �� � �' �"! �� � �� � �#�� & (6)

onde
�� é a normal unitária à � ,�� 0�$# %  ��'&( - �*)� �+ � � - % &&( - �*)� �+ � (7)

e %  , &( e )� são as permeabilidade, permissividade e condu-
tividade do solo, enquanto que % e & referem-se à atmosfera
homogênea (vácuo). Observe que a aproximação do solo por
um condutor elétrico perfeito é obtida quando �, .-0/ , en-
quanto que para o condutor magnético perfeito, � �, ���-21 .

Dadas as considerações sobre a geometria do terreno ado-
tadas em [8] e assumindo que a antena transmissora–fonte do
campo incidente–encontra-se suficientemente afastada do ter-
reno, as correntes

��
e
�#

, aqui generalizadas por
�� , são assu-

midas com distribuição de fase esférica [8]:�� � �� � �"� ��43 � �� � ��5�6�798(: ;<>= 6,;<@? : (8)

e, consequentemente,� ��
 �� � ���� ����( -"��� ��43A
 � �� � - ��CB �� �� � - ��CB � � � ��
 ��43 /�5 6�798(: ;<>= 6,;<@? : &
(9)

onde
��CB localiza a fonte transmissora (Fig. 1).

Para a representação das correntes e avaliação das integrais
em (3) e (4) é adotado um sistema de coordenadas ortogonal
local (

�
 , �D , �� ), onde 
 representa a distância ao longo do perfil
do terreno e

�� � �
E� �D (Fig. 1). Seguindo a metodologia em [8],
o terreno é assumido invariante na direção

�D e a integral cor-
respondente avaliada pelo mátodo da fase estacionária (SPM),
cujo resultado pode ser descrito de maneira geral como:

-"������ �F 3 � ���� ��5 6�798(: ;<>= 6,;<@? : 	G��� �IHKJ �F 3 � 
 � & D>� � D*B ��L � � 
 � &
(10)

onde D � D*B é o plano de incidência (Fig. 1),L � � �����NM -"��� �PO � �QO ! �.- � � + �ER��� # � + �QO ! +(O � �
O ! +ES & (11)O � �T� ���� - ��CB � U = V U ? � # �XW � -YW B � ! � �PZ � -GZ B � ! & (12)O ! �T� �� - �� �[� U V U = V U ? � # �XW -YW � � ! � �PZ -GZ � � !]\ (13)

A aplicação de (8)–(10) em (3) e (4) fornece:���� � �� � H - J � ��43 L � -_^ ��43�
 �O �4` �O ! L ! $�� 
 � & (14)��"! � �� � H - J ��43 � �O ! L ! � 
 � & (15)

onde os vetores unitários
�O � e

�O ! são definidos conforme a
Fig. 1 e L ! �$a + - ��>O !�b L � \ (16)

Note que o termo � � 
 ��43 foi descartado em (14), dado que a
aplicação do SPM pressupõe variações desprezíveis da ampli-
tude com D � e também antecipando que pulsos serão utilizados
para a representação de

��c3 , de maneira que suas derivadas em
relação a 
 � são nulas.

Finalmente, observando a condição de contorno (6) e que�#ed �D em D � D*B para a polarização vertical, a substituição
de (14) e (15) em (1) e (2), com � � 2 , resulta em:

- # 32 5 6�798gf � � �
 
 ���� � � ��� J # 3 M � ��h
 ���� ��L �
- � �
 
 �O ! � � �
 ��
 �O � ��L ! $�� 
 �
- J # 3 � ��i
 �O ! ��L ! � 

�	&Gjlknm
j�& (17)��� # 32 5 6�798gf � � �0� �Do
 �'*� � � - J # 3 L � � 
 �
� ��� J # 3 � �����
 �O ! ��L ! � 
 � &GpAknm
j�&

(18)

onde
# 3 representa a amplitude da corrente magnética orien-

tada em
�D (a ser determinada), os vetores

�� � e
�
 � referem-se à

posição
�� � da fonte, enquanto que

�� e
�
 referem-se ao obser-

vador em
�� .



Fig. 2. Segmentação do perfil do terreno.

III. SOLUÇÃO ATRAVÉS DO MÉTODO DOS MOMENTOS

Para a solução das integrais (17) e (18) é adotado o MoM
tradicional. Seguindo a referência [8], o perfil do terreno é seg-
mentado (Fig. 2) e as correntes

# 3 são discretizadas por pul-
sos, cujas amplitudes complexas ( � 7 ) são determinadas através
do point-matching no centro de cada segmento. As integrais
em 
 � resultantes são avaliadas pelo método do retângulo com
o valor do integrando tomado no centro do segmento. As inte-
grais associadas ao termo-próprio são avaliadas com o devido
cuidado, tomando-se o limite do integrando para O ! -e/ .
Desta maneira, para a EFIE (17) tem-se que� � H �
 � 
 ���� � & (19)� � 7 H � �� � 
 �O ! ��L ! ��� 7- ��� �%� �� � 
 �� 7 ��L � -�� �
 � 
 �O ! � � �
 7 
 �O � ��L ! $,��� 7 & (20)

� � � H � - +2 - ��� k�� ���	� ��

��� ��� ���� 547����	��� 5�6�798gf��.& (21)

onde os subíndices � e � referem-se aos segmentos do obser-
vador e da fonte, respectivamente (Fig. 2), � é o comprimento
do segmento e Fresnel �XW � ���*�XW ��- � � �XW � é a integral de
Fresnel como definida em [18]. Para a MFIE (18):� � H � �Do
 �'*� � & (22)� � 7 H L � ��� 7 - ��� � �� 7 
 �O ! ��L ! ��� 7 & (23)

� � � H � k�� ���	� ��

� � ��� ���� 5 7����	� � ��� +2 � 5 6�798gf�� \ (24)

Note das equações acima que o termo ������� -"���>O � � pode ser
incorporado dentro da corrente a ser determinada.

As amplitudes � 7 das correntes
# 3 podem ser obtidas da

maneira usual: M � �PR � M � � 7 R M � 7 R \ (25)

No caso de terrenos suaves, o desprezo dos mecanismos
de retro-espalhamento permitem a solução das correntes de
maneira recursiva [8]. Neste caso, os termos � � 7 com � � �
são considerados nulos e as correntes determinadas por

� � � +� � �"!# � � - � 6 �$7 V � � � 7 � 7�%& & (26)

Fig. 3. Geometria da cunha.

com o índice � variado sequencialmente do primeiro ao último
segmento. Tal método será aqui denominado esquema forward
(MoM-FW) [8].

Após a solução das correntes, o campo espalhado pode ser
obtido de (1) e (2), agora com � � + e com o auxílio das
aproximações discutidas anteriormente.

IV. ESPALHAMENTO PELA CUNHA DE LUEBBERS

A cunha proposta por Luebbers [14] será utilizada para
a validação da formulação apresentada nas seções anteriores
(Fig. 3). Em todos os exemplos a serem analisados, o transmis-
sor é um dipolo de Hertz verticalmente posicionado no início
do perfil da cunha, a uma altura de 10 m da superfície. Serão
consideradas três condições de contorno distintas para a super-
fície: condutor elétrico perfeito, condutor magnético perfeito
e condutor imperfeito com &E 0� +(' & B e )� ��/ & / + 2 S/m.

O primeiro caso a ser estudado é a atenuação para um ob-
servador posicionado na base oposta da cunha ( � f � 2 & ' km)
com altura ) f variável em relação à superfície, em 100 MHz.
Neste caso, e para cada condição de contorno, a análise foi
feita de três maneiras distintas: pelo MoM com matriz cheia
(25), pelo MoM-FW (26) e pela UTD heurística representada
pela Eq. (17) em [15]. Note que tal formulação deixa de ser
heurística nos casos dos condutores perfeitos. Além disso,
deve-se ressaltar que as análises baseadas na UTD levaram
em consideração tanto a difração no topo da cunha como a
difração na borda final do perfil (tratada como um semi-plano,
de acordo com a Fig. 3), não considerando as parcelas da
slope diffraction dado que as distâncias elétricas envolvidas
são suficientemente grandes e, consequentemente, o campo in-
cidente nas bordas quase invariante. Já as análises baseadas no
MoM assumiram a cunha descrita como uma superfície aberta
(Fig. 3), em conformidade com a análise via UTD. Só serão
apresentados resultados do MoM referentes à MFIE, já que a
EFIE só convergiu no caso do condutor magnético perfeito (as
causas encontram-se sob investigação).

Na Fig. 4 são apresentadas as atenuações em função de ) f
para as três condições de contorno distintas. Em cada caso, os
resultados da MFIE/MoM com matriz cheia (4 segmentos/ S )
são comparados, inicialmente, aos da UTD. Nota-se que para
o condutor magnético perfeito a concordância entre ambas as
técnicas é quase perfeita, dada a fraca difração na borda da
base da cunha e graças à MFIE ser uma equação integral de
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primeiro tipo nesta situação, não apresentando problemas de
convergência pelo fato da cunha ter sido modelada como uma
superfície aberta. Para o condutor elétrico perfeito os resulta-
dos apresentam fortes oscilações próximo à borda ( ) f - / )
devido aos efeitos de difração nesta borda. Isto é comprovado
pelos próprios resultados da UTD, já que se a segunda difração
na borda do perfil tivesse sido descartada, a UTD não esti-
maria tais oscilações. No caso do condutor imperfeito, existe
uma discordância entre a UTD e a MFIE/MoM de até 10 dB
para ) f - / . Além disso, os resultados se aproximam daque-
les obtidos para um condutor magnético perfeito, mais indi-
cado nesta situação do que o elétrico perfeito, em concordân-
cia com o procedimento em [8]. Na Fig. 5 são apresentados
os erros absolutos entre a MFIE/MoM e a UTD, relativos à
Fig. 4 para ) f�� + / m. Dadas as pequenas discrepâncias
obtidas, conclui-se que a formulação MFIE desenvolvida neste
trabalho é adequada ao problema proposto. Resultados preli-
minares (não apresentados aqui) indicam que a EFIE é ade-
quada apenas para o condutor magnético perfeito, caso este
estudado em [8]. Porém, ainda não se pode concluir nada de-
cisivo a respeito de sua utilização para as outras condições de
contorno e o assunto ainda se encontra sob investigação.

Neste trabalho, o interesse prático é na análise baseada no
MoM-FW da (26), dado o elevado esforço computacional ine-
rente à análise através de uma matriz cheia, e também na quan-
tidade de funções de base necessárias à estimativa satisfatória
do espalhamento eletromagnético. Logo, na Fig. 6 são apre-
sentados os erros absolutos entre a MFIE/MoM com matriz
cheia (4 segmentos/ S , cujos resultados são aqueles apresen-
tados na Fig. 4) e a MFIE/MoM-FW para diferentes valores
de segmentos/ S . Observa-se que no caso do condutor elétrico
perfeito a MFIE/MoM-FW converge sem maiores problemas,
mesmo quando a amostragem das correntes é relativamente
pequena (1 segmento/ S ). Já para as demais condições de con-
torno, erros de até 10 dB são observados para 4 segmentos/ S .
Tal observação talvez possa ser explicada através da inspeção
de (23). Para o condutor elétrico perfeito, �, - / e a segunda
parcela do lado direito de (23) passa a ser dominante. Nes-
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tas condições e para terrenos eletricamente suaves, o termo� �� 7 
 �O ! � H / entre segmentos do terreno próximos entre si
e, consequentemente, o somatório em (26) torna-se numeri-
camente estável. Isto também explicaria a convergência da
EFIE no caso de um condutor magnético perfeito, como ob-
servado em [8]. Neste caso � �� >��- 1 e de (20) observa-se
que � � 7�� � �� � 
 �O ! � H / para os segmentos próximos.

Os resultados não convergentes apresentados na Fig. 6 po-
dem estar associados, por exemplo, ao truncamento do perfil,
que afetaria diretamente a estimação do campo para ) f - / ,
ou à proximidade excessiva do observador em relação às cor-
rentes, o que tornaria imprecisa a avaliação numérica das inte-
grais de radiação (também avaliadas pelo método do retângulo
descrito na Seção III). Para livrar a presente investigação de
possíveis efeitos associados ao truncamento do perfil, foi ana-
lisado um segundo caso, aonde o observador teve sua altura em
relação à superfície fixada em ) f � + m, enquanto deslocado
ao longo do perfil ( /
	 � f 	 2 & ' km). Os resultados obti-
dos pela MFIE/MoM com matriz cheia (4 segmentos/ S ) são
apresentados na Fig. 7 e indicam mais uma vez que a aproxi-
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mação do solo como condutor magnético perfeito é mais apro-
priada do que a de elétrico perfeito nas atuais circunstâncias.
Os resultados das análises baseadas na MFIE/MoM-FW foram
então comparados aos da matriz cheia e são apresentados na
Fig. 8, observando-se que todas as correntes foram utilizadas
no cálculo do campo espalhado (mesmo aquelas posteriores ao
observador) para manter a conformidade com a análise através
da matriz cheia. Os resultados indicam que para um condu-
tor elétrico perfeito a convergência da MFIE/MoM-FW ocorre
sem maiores problemas, como esperado. Para o magnético
perfeito, até 3 segmentos/ S podem ser utilizados no esquema
forward sem que os erros ultrapassem 1 dB. Já no caso do
condutor imperfeito abordado neste trabalho, só houve uma
convergência satisfatória para 10 segmentos/ S com discrepân-
cias máximas de 2 dB. Estes resultados parecem indicar que o
problema de convergência está associado à primeira parcela do
lado direito de (23), ou seja, ao termo

����
em (3) e aproximado

em (14). A solução talvez seja uma melhor representação das
correntes equivalentes (ao invés dos pulsos utilizados), com
um melhor tratamento do termo divergente em (3).

V. CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou a extensão da EFIE em [8] e da
MFIE em [12],[13] para a inclusão aproximada das perdas no
solo homogêneo, na predição da propagação sobre um terreno
eletricamente suave, assumindo incidência localmente rasante
e ausência de obstruções laterais sobre o elipsóide de Fresnel.
Foi considerada apenas a polarização vertical, mas o princí-
pio da dualidade pode ser utilizado na obtenção da formu-
lação para a polarização horizontal. A teoria foi aplicada para
a geometria da cunha proposta em [14] com três condições
de contorno diferentes: condutores elétrico e magnético per-
feitos e condutor imperfeito. Os resultados foram comparados
à UTD heurística proposta em [15] e indicam não só a prati-
cidade do solo condutor magnético perfeito sugerido em [8]
para incidências rasantes, como também a suposta eficiência
numérica da MFIE sobre a EFIE nos problemas estudados.
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Fig. 8. Erro absoluto entre a MFIE/MoM com matriz cheia (4 segmentos/ � ) e
a MFIE/MoM-FW (número de segmentos como indicado em cada gráfico) no
cálculo da atenuação pela cunha em função de � � , em 100 MHz, � ����� m
e para as três condições de contorno.
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