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A Transformada de Laplace em
analise de circuitos — parte 2



Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

«  Problema: Qual o valor de ic quando a chave ¢ fechada?

- Dado: a energia armazenada antes do fechamento € nula
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Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

dominio do tempc

dominio da frequéncia
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Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

20 ) 60 € a
A 'A"A% AN\ ®
480 0.002 s —=<2X 10°

A}

b

« Tensao de Thévenin: tensao de circuito aberto nos
terminais a e b.

y (480/5)(0,002s) 480
Th ™90 + 0.002s ¢ + 10




Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

20 Q 608 ¢
AW MWA——8

0 30,0025 —=2x10°
.

b

« Impedancia de Thévenin: vista a partir dos terminais a e
b (anulando as fontes independentes do circuito)

0,0025(20)  80(s + 7.500)

= 60 +
Zm = 00+ 25775 0025 s + 10




Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

»  Circuito equivalente Thévenin

80 (s + 7.500)

o

s + 10*
480 ——2 X 10’
s + 104 S

b

« Corrente Ic: tensado de Theévenin dividida pela impedancia
total.

480/(s + 10%)
[80(s +7.500)/(s + 10%] + [(2 X 10°)/s]

IC:



Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

« Simplificando:

[ 6s B 6s .
€ 82+ 10.000s + 25 X 10° (s + 5.000)

 Expansao em Fragoes Parciais:

_ 30000 6
(s £5.0001 s +5.000

Ic



Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

—30.000 6
IC — ~ n + - )
(s +5.000) s +35.000

« Aplicando a Transformada de Laplace Inversa:

iC _ (_BO.OOOte_S")()()t 4+ 68_5‘(")(”)[{(1‘) A



Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

ic = (—30.000te> + 6"y (1) A (Eq. 1)
« Teste de consisténcia:

i-(0)=6A  =>PelaEq.

- Dado: a energia armazenada antes do fechamento € nula

Ve(0)=0 e i=0 > i-=480V/(20+60Q)=6A
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Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

ic = (—30.000te> + 6"y (1) A

« Teste de consisténcia 2:

Ic=0 quando t—»~ => Pela Eq. 1

Quando t—: v, =0 (curto-circuito) logo i-=0

* O que ocorre para t=6/30.000?

(Eq. 1)
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Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

ic = (—30.000te> + 6"y (1) A
« Podemos obter v, por:
« Integragcao no dominio do tempo:

ot
ve =2 X 10° / (6 — 30.000x)e300x g x.
0

« QOu a partir da I; no dominio da frequéncia:

1 2 X 10° 65 12 X 10°
VC - _]C — . y = >’
sC s (s + 350007 (s + 5.000)
SV N Ve

* 4
=20

Ci) 480 V 2mH l =5 uF v




Equivalente Thévenin no dominio da frequéncia

1 2 X10°  6s 12 X 10°
VC = _IC — - y — 5’
sC ) (s + 5.000) (s + 5.000)

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace:

ve = 12 X 10°te> "y 1)

« Teste de consisténcia: v(0)=0



Teorema da Superposicao (TS) no dominio da freqguéncia

 Dividir a resposta em componentes obtidas a partir de
determinadas fontes e condicoes iniciais.

R, C
W [

» Condicoes iniciais: i (0)=p e v(0)=y.

 Deseja-se saber a tensao sobre o resistor v..



Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

R, C
W [

- Obtemos o circuito equivalente no dominio da frequéncia =
neste caso, utilizamos equivalentes paralelos (método dos nés).

yC
R, 1/sC
A'A'A% I ( 4>




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

e Superposicao: obter a resposta a cada fonte separadamente e
soma-las

R 1 /sC
' 5 'W‘]\, & |(
 Considerando somente a acao de Vg: AN
_|_
: S 4 s R,
V1_Vg_|_V1_|_V1—V2_O Ys < . R
R, sL = 1/sC
2B , Y Va=Vi Vs
— — + —
Rl +SL+SCV1 SCVZ Rl 1/SC RZ

, .V,
V’(1+1+ C) Y —SCV1+SCV2+R—2=O
sC|—s = =
1\R, " sL 27 Ry :




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia
v

V'(1+1+ C) cv, = -2
I\Rg, TsL ) T2 TR, ﬁ.
R] 1/.\‘(
A—o}— ([
v G
—sCV, +sCVy +—==10
RZ Vg sl
 Fazendo:
Y. : - : + sC
- — \Y
"R, sL
e Y, V{+Y,V;=V/R
12— —9%
v 1 - Y,V{+Y,V,=0.
v — + S



Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

» Explicitando V',:

, —Y1o/R, v
y = - . :
T oYY -Yn Y Ve sk




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

« Considerando somente a acao de Ig:

I V2 7 \J” —
YoVi+Y,V,=

YpVit YV =1




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

 Explicitando V",:

I

B Y ;
2 » L g
Y'Y — Y ©




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

 Calculando o componente devido a corrente inicial no indutor:

R,
Ve s
R,
W
”f’/, r i "‘r/.’l . _ -
‘ p . Y VI + Y,V =-p/s,
sl <! 5 § Rjz
. ,f ”r ".r mro
YoV +Y,V,; =0.




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

 Explicitando V™,: )
R, ll/\S{'(.
R AN

p. s % § R,

rrr

Yio/s
2 = ~
Yo, — Y1




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

 Calculando o componente devido a tensao inicial no capacitor:

R, 1/sC
R, AA——4 I( ¢
V:g SL SLE : | § R2
@

Y Vi +Y,V, =yG
YoVi + Y,V =—yC



Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

 Explicitando V™,:

yC
o — Y+ Yp)C kl//
2 = 5 Y R sC
YiiYn —Yp _,W]\, ° I( ®
sl §R3




Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

A resposta total € obtida somando-se as respostas individuais:

Vo=V,+V,+V, +V,

—(Y};»/R Y
_ (Y1o/ 1)1 v, + L I,
YilYo — Y1 YilYp, — Yo °

Yio/s N —C(Y; + Yo)

+ 5P >
Yo, — Yio Yo — Y1

Y.



Teorema da Superposicao no dominio da frequéncia

* Pode-se determinar V2, resolvendo as duas equagoOes de
tensOes de nO (sem usar a superposicao) :

ViVt YoV = 25 4y - P
1Y 12¥2 R, b4 .

Y LoVi+ YV, = Ig -vC.



Funcao de Transferéncia

 Funcao de transferéncia: € a razao entre a Transformada de
Laplace da saida sobre a Transformada de Laplace da entrada:




Funcao de Transferéncia

« Exemplo: a corrente | como a resposta do circuito (saida)

R [ #

W Y Y Y

+ | I
Vs <_> 1/sC A<

I l ) 5C |
V, R+ sL+1/sC §’LC + RCs + 1




Funcao de Transferéncia

« Exemplo: tensao V como resposta do circuito (saida)

R 5l

/ |
+ I

V 1/sC 1
V, R+sL+1/sC §LC+ RCs+ 1




Funcao de Transferéncia

Para circuitos lineares de parametros concentrados:
* H(s) é sempre uma funcao racional de s.

« Pélos complexos de H(s) sempre aparecem em pares

conjugados.

« Os polos devem estar no semi-plano lateral esquerdo de s para

gue a resposta a um sinal limitado seja finita.



Funcao de Transferéncia

A resposta de um circuito Y(s) pode ser obtida a partir da entrada
X(s) e da funcao de transferéncia H(s):

* Os polos de H(s) geram o componente transitério da resposta
global

* Os polos de X(s) geram o componente de regime permanente.



Funcao de Transferéncia

1) Encontrar a funcao de Transferéncia Vo/Vg

Sl | R b R o % .................
ZZ'ZZﬁﬁﬁﬁﬁwqqﬂ.ﬁﬁﬁﬁé””ﬁ'”ZZZZZ +
i Dol etvin B s SRR B
P e R Gk S O ey [T
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o=V Vo Yo 0

1000 ' 250 + 0,055 | 1/s10-6

~1000(s + 5000)
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H(s) = -2 =
) = = 57160005 + 25 x 106




Funcao de Transferéncia

2) Determinar v, no tempo, quando vg=50tu(t)

|| R L % .................

ZZ'ZZZZZZZWWQZZZZ%'"Z"'ZZZZZ +

ZZ.IIZZZIIZZZIZIZZ?S.ﬂ.'q.ﬁ..__;""

(e T Y

TR MR S sl A

, __1000(s +5000)

° " 524 6000s + 25 x 106 9

o 50

A Transformada de Laplace da excitagéo e: Vg =7
Logo, a saida é: 1000(s + 5000) 50

IV, = X
° s24+6000s+25x 100 52



Funcao de Transferéncia

Expandindo em fragOes parciais:

K1 Ky K; Kj

V, = + +—+
° " s+3000— 4000 s+ 3000+ 4000 s% s



Funcao de Transferéncia

Expandindo em fragOes parciais:

K, K; K, Ks
V, = _ + _ +— +
s + 3000 — j4000 ' s+ 3000 + 4000 ' s? ' s

v, = [10V5 X 107*e73000¢ ¢05(4000t + 79,70°) + 10t — 4 x 10~ *|u(t) V



Funcao de Transferéncia

3) ldentificar a componente transitéria da resposta:

1000(s +5000) 50
s2 4+ 6000s + 25 x 106 s?

K1 Ky K; Kj

+ +— +
s +3000 — j4000 = s + 3000 + j4000 = s = s

o

v, = [10V5 x 107*e3000¢ ¢05(4000t + 79,70°) + 10t — 4 x 10~ *|u(t) V



Funcao de Transferéncia

3) ldentificar a componente transitéria da resposta:

- 1000(s + 5000) y 50
°© " 24 6000s + 25 x 100 " s2
K K K, K
v, = L n LI h— =
s + 3000 — j4000 s+ 3000 + j4000| s S

v, = [10V5 x 107*e3000¢ c05(4000¢t + 79,70°) |+ 10t — 4 x 10~ *|u(t) V

Parcela devido aos polos complexos da funcao de transferéncia.



Funcao de Transferéncia

4) Identificar a componente de regime permanente da resposta:

1000(s +5000) 50
s2 4+ 6000s + 25 x 106 s?

K1 Ky K; Kj

+ +— +
s +3000 — j4000 = s + 3000 + j4000 = s = s

o

v, = [10V5 X 107*e73000¢ c05(4000t + 79,70°) + 10t — 4 x 10~ *|u(t) V



Funcao de Transferéncia

4) Identificar a componente de regime permanente da resposta:

1000(s +5000) 50
s2 4+ 6000s + 25 x 106 s?

K1 N Ky N K, K3
s + 3000 —j4000 s+ 3000+ ;4000 s2 S

o

v, = [10V5 X 107*e73000¢ c05(4000t + 79,70°) H 10t — 4 x 10~ *[u(t) V

Parcela devido ao poélo de segunda ordem da alimentacao.



Funcao de Transferéncia e Invariancia no tempo
Y(s)=H(s)X(s) < y(t)=h(t)"x(t)
E se a entrada X(s) fosse atrasada em a segundos?

L{x(t — a)u(t — a)} = e ¥ X(s)
Saida no dominio s: Y(s) = H(s)X(s)e™®

Saida no tempo: y(t — a)u(t — a) = L "HH(s)X (s)e ™)



Funcao de transferéncia e resposta ao impulso

Se um impulso unitario fosse aplicado ao circuito? X(s)=1

A resposta do circuito seria a propria Transformada Inversa da
funcao de transferéncia (H(s)).

Esta resposta é também a resposta natural do circuito.



Funcao de transferéncia e integral de convolucao

Integral de convolucao: relaciona a

saida y(t) de um circuito linear
invariante no tempo com a entrada  x() —*
X(t) e a resposta ao impulso h(t).

h(t)

— y(1)

— O

y(t) = / h(A)x(t — A)dA = / h(t — A)x(A)dA.

Por que trabalhar com a integral de

EXx.: X(t) e h(t) sao dados experimentais.

convolucao?



Funcao de transferéncia e integral de convolucao

y(1) = / x(Mh(t — N)dA.

Fazendo u=t-A: a) du=-dA; b) u=-« quando A=+%«; C) U=+
quando A=-«;

y(t) = / | x(t — u)h(u)(—du),

y(t) = / x(t — u)h(u)(du).



Funcao de transferéncia e integral de convolucao

A Integral de Convolucao € usualmente denotada por:
y(t) = h(t) * x(t) = x(t) * h(t),

Em casos praticos, substituimos os limites de integracao:

ol

y(t) = /h()\)x(l‘ — N)dA = /x()\)h(r — A)dA.
JU

., ()



Interpretacao grafica da Integral de Convolucao

g (1) = / h(A)x(t — A)dA



Interpretacao grafica da Integral de Convolucao

hin)
-| _
| __-__ 4
@ y(t) = /x()\)h(r — A)dA.
(Y] Jo
M |- =5
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th.l X
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(d)
PN LN
MA iI 1 y(y = A
I e __1r_._,_._ h



Resposta ao impulso

N3o ha energia
armazenada no sistema

A) Pulso p(t);

B) Aproximamos a entrada

X(t) por uma série de pulsos.

C) fazemos o pulso tender a
um impulso 6(t), cuja
resposta é h(t).

ry= i xlr (r —nAt)= h
x(r) _.,1_.”1,1..1““"’”'” AT) J m

'

it e

ol AT

"
i) .
|
At = ndt
| ihi
M)
A )
] [ (b | —=
1)
- [xinAT)]
'} pit —nATIAT
] —

I



Resposta ao impulso

* N3o ha energia

armazenada no sistema K

D) Descolamos o impulso @ nir p— [0 nar s
O(t-nAt) e obtemos a (d
resposta correspondente \
h(t-nAt); BRSSO A e inAriir = nATIAT

* E) Modificamos a
intensidade do impulso: 3 nas — ® nir P
[X(nAT) AT]6(t-nAT) e
obtemos a resposta
correspondente h(t-nAt);

vinAT)]

x(r) = lim Y x(nAr)p(t —nArt) = Jim N p(t —nATIAT
wr—ed Bt et

I

Ar



Resposta ao impulso

(1) = lim ZJ(H&T]I:EU —~ nAT) At

At ==l

1

¥inAr)
xiry = hm E x(nAr)plr —nAt)= him E [ l.ﬁ.r plt —nAT)AT

Ar—ail

y(1) = mnzxinanm; —nAT)AT

=[x:(r)h|{1-:}dr




Resposta ao impulso

entrada salda
alr) hin
Al — nAr) alr — nAr)

lx(nAT)AT)E(r — nAT) lx(nAT)ATR(F —nAT)

Uﬂllilll

lim Y xinAT)s(r —nAt) Ar lim Z,mr.ﬁ.ﬂhu — nAT)IAT

Ar =il Ar—=0

xinAt)]

o(ry = lim E xnAr)plt —nAt)= hlm E [ p(r —nATIAT

Ar—ail

y(1) = J{'E.’.;Z"("ﬁ”"“ —nATIAT

=F:(t}h|{1-:}dr



Convolucao grafica

INPUT
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1
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B
()AA
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x 2 x 4

OUTPUT
e ——— e ——
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.‘f!{!.}_ RTUe .J!(!.-':)

Time Invariant

Response
il
x 2 .
h(1) : h(t-2)
.............. r.""E"""Eh(r-}J
0 Pl |

Time Invariant
Response and Scaling

Fonte: Van Drongelen



