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A Transformada de Fourier




Série de Fourier e Transformada de Fourier

. Partindo da Série de Fourier e fazendo T — oo:

0= 3 Cer

n=—=_oo
onde

AT

C,=— f(t)e /" dt.
') 1p

. Passamos de uma funcao periddica para uma funcao aperiodica.

. A separacao entre frequéncias harmoénicas diminui:

2T
A(.U — (H + 1)({)[] — AWy — Wy — ?,
1 d
?%% quando T — 00,




Série de Fourier e Transformada de Fourier |

. Quando T — oo: |

. a fregliéncia deixa de ser discreta e passa a ser
continua: 4 — @ quando T — 00

. Os Coeficientes de Fourier diminuem: C. — 0

T |
C,=— [ fo)e™ ar.
T )1,

- Entretanto, o limite do produto C T é:

C”TA../ f(He ' dt quando T — o0.

e
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A Transformada de Fourier

CHT—J'-/ f(H)e ' dt quando T — 00.

Que nos leva a Transformada de Fourier:

F = (/@) = [ swera




A Transformada Inversa de Fourier

. Fazendo T — oo em:
ft) = E _Cnef”“’“i
f0) = 3 (€ (%)

- O somatério — integral, C, T— F(w), nw, — w e 1/T — dw/2*pi
. E chegamos a forma da Transformada Inversa de Fourier:

1

f(t) = E/_‘le(w)ef‘”rdw.




e —

Par de Transformadas de Fourier

F@) =50} = | swera

f(r) = %[WF(m)ef”dw.




A Transformada do pulso de tensao
v(1)

v

mn

—7/2 0 7/2 r |

. Tomando a Transformada de Fourier:

T/2 Vm T
= —— (—2}' sen—)
—7/2 —Jjw 2

7/2 — Jwt
: e
V(iw) = / Vme_-”"t dt =V, —
/2 (—jw)

sen wr/2
Viw) =V,7 '

wt/2




A Transformada do pulso de tensao
v(1)

V

m

—-7/2 0 T/2

- Transformada de Fourier de um pulso de largura T e amplitude V_:
sen wt/2

wt/2

. Coeficientes de Fourier de um trem infinito de pulsos:

Viw) =V, 7

V. sen nw,r/2

I ?’I-{U[]T/Q
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A Transformada do
pulso de tensao

. Coeficientes de Fourier
para T/T =5.

V7 sen HU)(}T/Q
T H(U(]T/Q

. Coeficientes de Fourier
para T/T =10.

. Transformada de Fourier
V(w).

|



Série vs Transformada de Fourier

Espectro discreto Espectro continuo
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( Condicoes de existéncia da Integral de
Fourier

. f(t) deve ser absolutamente integravel:

[ 1 (1)) de <oo

. f(t) deve possuir um numero finito de descontinuidades dentro
de qualquer intervalo finito;

. f(t) deve possuir um numero finito de maximos ou minimos
dentro de qualquer intervalo finito.




Exemplo de Transformada de Fourier

1)
K

K()—m

—
0 |

F(w) = f f(He ' dt = / Ke e 1! dt
%0 ()

Ke—(a-l—jm)t 00 K

o —(a+ jw)

—(a + jo)
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( Condicoes de existéncia da Integral de
Fourier

- Ha diversas funcdes importantes que nao possuem
Transformada de Fourier.

. Funcoes constantes e senoidais, ndo obedecem o critério de
n ] . +OO
convergéncia: f_ £ (¢)|dt <o

. Utilizamos alguns artificios para calcular a Transformada de
Fourier destas fungoes.




Transformada de Fourier de fun¢cbes que nao
sao absolutamente integraveis

Tomamos uma fungao f,,(t) que possua Transformada de
Fourier e se aproxime da funcao de interesse (f(t))

Calculamos TF da fungao auxiliar: F_ . (w)

Avaliamos F_ (w), quando f_ ,(t) tende a f(t) para obtermos F(w)
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(
Transformada de Fourier de uma constante

. Aproximamos a funcao constante por uma exponencial e fazemos € — 0:

h |
f(f) = A", € > 0.

() qe'e
F(w) = / Aele 1 dt + / Ae e/ (.
—o0 0

A A 2eA
F(w) = — + = =€

e—jo €+ jo €+ w

2

que tende a um impulso em w=0, quando € — 0:

f(0)

e —————— e




r Transformada de Fourier de uma constante

A A eh
6—].(1) e+jw Ez—i—wz

F(w) =

. (1) F(w) —» 0 em w=0, quando € — 0;
- (2) a duracao de F(w) — 0 quando € — 0;

- (3) a area sob a curva de F(w) independe de €, sendo dada por:

2 0
. /‘x_, € + w”

€ + w
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Obtendo a Transformada de Fourier por
meio da Transformada de Laplace

. Pode-se obter a TF por meio da TL para fungoes cuja integral

de Fourier converge;

. A Integral de Fourier converge para funcoes que apresentam

polos apenas no semi-plano lateral esquerdo.




Obtendo a Transformada de Fourier por
meio da Transformada de Laplace

. Para os casos em que a Integral de Fourier converge, o calculo
por meio da TL pode ser realizado da seguinte forma:

. Caso 1: Se f(t)=0 para t<0-, simplesmente substituimos s por
jw:
F{O} = L{F(O)} =)o
Exemplo: f(t)=0, t<0
f(t)=e “cosw t, t=0

s+a jw+ta

F{f(t))=l | =

(s+a)+w. .o (jota)+w




Obtendo a Transformada de Fourier por
meio da Transformada de Laplace

. Caso 2: Se f(t)=0 para t=0*, refletimos a funcao em torno do
eixo vy, calculamos a Transformada de Laplace e substituimos s

por -Ja. Lj}-{f(f)} — if{f(_r)}5=—fw'

Exemplo: f(t)=0, =0
f(t)=e“cosw, t, t<0

f(=1)=0, t<0
f(=t)=e “cosw, t, t=0
B B _ s+a _ —jwt+a
FLIO=Lr =0l i) i




Obtendo a Transformada de Fourier por
meio da Transformada de Laplace

. Caso 3: Se f(t) é nao-nula para todo o intervalo de tempo,
calculamos por uma combinacao dos casos 1 e 2:

fH(t)=f(t) (parat>0),
f(t)=f(t) (parat<0),

ft)y=f*(t)+f (¢

entao

€

F{E0) = FFTO) + F{0)
= ¥{f )b s=jw T EF (7))} s=—jo-

- Sef)forpart  F{f(r)} = L{f(O)}smjo T LLF(O) =0

-+ Se f(t) for impar: g { (1)1 = FLFO) Y smjo — L{LF(O) }s——ju




| Propriedacgs da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

F) = 50} = [ _fwea

. Multiplicacao por uma constante

F{f(0)} = F(w).

entao

F{Kf(1)} = KF(w).




( Propriedacgs da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

F) = 310} = | f0ea

. Adicao:
F{H1)} = Fi(w),
F{f2(t)} = Fi(w),
F(f:(1)} = Faw).
entao

FLf1(t) — f[2(0) + f3(0) } = Fi(w) — Fy(w) + F3(w),




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Diferenciacgao:

d
‘S;T{ f(f)} = JoF(w).

dt

_Jaroy .,
J{ dt" }(]w) F({U)

. Validas somente se f(t)=0 para t — *oo.




Propriedades da Transformada de Fourier 3

(Transformadas Operacionais)

. Integracao:

Se

‘ o(t) = / .

‘ entao

F(w)

F{g)} = i




}

Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Mudanca de escala:

F{f(at)} = éF(E) a > 0.

. Ou seja, quando o tempo € dilatado, a freqgliéncia € comprimida
(e vice-versa).

. Quando 0O<a<1, o tempo ¢ dilatado.

. Quando a>1, o tempo € comprimido.




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Deslocamento no dominio do tempo:

F{f(t — a)} = e 7 F(w).

. O deslocamento altera apenas o espectro de fase, nao
modificando o espectro de amplitude.

. Se a>0, f(t) é atrasada. Se a<0, f(t) € adiantada.




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Deslocamento no dominio da freqiiéncia:

z;_:}:{efwn-* f(f)} = F(w — w).

. O deslocamento na frequéncia corresponde a uma multiplicacao
por exponencial complexa no tempo.




Propriedades da Transformada de Fourier 3

(Transformadas Operacionais)

. Modulacao:

F{f(t) cos wyt} = ;F(u} — wq) + ;F(m + wp).




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Modulacao:

) | |
F{f(t) cos wyt} = EF((U — wy) + EF((U + wp).

. Substituindo o cosseno por sua forma exponencial, obtemos a
prova da propriedade acima.

- A modulacao consiste em alterar a amplitude da portadora
(cosseno) em funcao da moduladora (f(t)).




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Convolucao no dominio do tempo:

y(t) = / “x(,l)h(r — A)d\

torna-se

F{y()} = Y(0) = X(0)H(w).

. A convolucao no dominio do tempo corresponde a uma
multiplicacao na fregliiéncia.




Propriedades da Transformada de Fourier
(Transformadas Operacionais)

. Convolucao no dominio da freqgiiéncia:

f(t) = fi(8) £,(0),
entao -
Flw) = %/ Fi(u)F>(o — u)du.

TT %

. A convolugcao no dominio da fregliéncia corresponde a uma
multiplicacao no dominio do tempo.




Tabela de Propriedades da Transformada de Fourier

S(@) F(w)

Kf(1) KF (o)

f1(t) = fat) + f() Fi(w) — Fy(w) + F3(w)

d" f(r)/dt" (jo)"F (o)

[ s Flo)jo |
(at) %F (‘:) a>0
ft - a) e """ F(w)
e’ (1) Flo — w,)

L= w) + LF(w+

f(t) cos wyt > (0 — w,) > (w0 + w,)

/ (At — A) dA X(w)H (o)

F1(6)f2(1) % [ OOF1(M)F2(m — u)du

t"f(2) ('




Propriedades Matematicas da Transformada de Fourier

. F(w) é complexa e pode ser representada na forma retangular ou polar:
Flo)= [ f()e s = f F(1)(cos wf — jsen wi) dr
= [ f(t)cos wtdr — j | F(t)sen ot dt.

- Onde: A(w) = /.f(f) cos wt dt

B(w) = — /mlf(r) sen wt dr.

F(w) = A(0) + jB(0) = |F(w)]e/®




Propriedades Matematicas da Transformada de Fourier
- A(w) € uma funcao par em w: A(w)=A(- w)

B(w) € uma fungao impar de w: B(w)=-B(-w)

|F(w)| € uma funcao par de w

B(w) € uma funcao impar de w
F*(w)=F(- w)




( Teorema de Parseval (TP)

. TP: relaciona a energia de f(t) no dominio tempo com a energia
da Transformada de Fourier de f(t) (dominio da freqiiéncia).

. Considerando f(t) como a corrente ou tensao em um resistor de
1Q, a energia é dada por:

Wig = [ __fz(f) dt.= / f(f) f(t)dt = / f(l‘) {2;/ F (w)e! dm] dt.

- i/ {/ Flo) f(f)ejwfdw]df. = i/‘_.:-..F(w){/Ii.‘f(r)ejwrdf}dw-

L[
= E/_MF((U)F({U) dw.

« Como F(-w)=F*(w):

OO0 1 o0
/ A1) dt = o / |F(w)|*do.
—00 T J—x

#—_
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Teorema de Parseval (TP)

|

P - Pelo Teorema de Parseval, a energia de f(t) pode ser calculada tanto no \
dominio do tempo quanto no da fregiiéncia, como segue:

] 1 (0]
f (1) dt = o / |F(w)|*do.
—00 m J—

que é valida somente se ambas as integrais existirem.

. Como |F(w)| € uma funcao par de w, podemos simplificar por:

2 60 _I_ NS 0 ]
/fz(r)dr—W/ |F(w)|? do.
—00 ()
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Exemplo de aplicacao do Teorema de Parseval (TP)

—alt| ‘

. Supondo que: f(t)=e |

00 0 » 00 eEar 0 8—2.:'11‘ o0
/ e dt = / e dt +/ e X dt = +
—00 —00 0 2a 00 —2a 0
1 1 1
=— 4+ — = —
2a 2a a
_ ) 2a
. A Transformada de Fourier de f(t) é: F (00): 2 2
a +w

. , -
. Logo: l/ da” Gt | ( o 1 (g —1E>
T Jo (@° + w?)? T 2a* \w? +a* a a




Interpretagao do Teorema de Parseval (TP)

/Hfz(r) dt = %/ |F()]? dw.

J0

%/} |FQnf)|2m df = 2/ﬁ .1F(2wf)\2df,

- |F(w)|? representa uma densidade de energia em J/Hz e |F(2xf)|? df € a
energia de uma faixa infinitesimal de freqiiéncia df.
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1

2T

Interpretagao do Teorema de Parseval (TP)

- Qual a energia na faixa de freqii€ncias entre w, e w,?

W) 1 %)
Wio = 5— |F(w)]” do + / F(w)|” do.
277 J o,

. Ou, devido a simetria par em w:

1 (2
Win = — F(w)]* do.

e

[F(w)l?

\

—wy —n 0

Wy @



( Energia contida em um pulso retangular

» Quanto menor o tamanho do pulso, s
maior a banda necessaria para 2
“transmitir” a parte dominante do v(7)
espectro de amplitude (de -2n/t a +2n/1) Vo

. Pode-se utilizar Teorema de
Parseval para calcular a parcela

da energia na faixa de 0 a +2nx/. —7/2 0|  7/2




Energia contida em um pulso retangular

_ 2
- Transformada de Fourier do pulso:  V(w) =V, 7 sen w7/
wt/2
| 2m/T 2,
- Energia do pulso na faixa de 0 a +2n/t: W — 1 / V2 72 sen” /2 d o
™ Jo ((UT/2)2
Fazendo x=1/2: dx = i dw
V(w)
LOQO: VmT
47
\/271' 0 2_7?\_/! “
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Energia contida em um pulso retangular

, - 2V, 7 [Tsen?
Logo_ W — T/ SENn- Xx dx. (1)
aw 0 x2

- Fazendo u =sen?x entao du = 2senxcosx dx = sen2x dx,

dx

dv = BRE 1
X V= ——.
X

T ™ 1
. —/ ——sen 2x dx
0o Jo X

™ 2 2
. Logo: sen’x sen’x
0go dx = —
0 X A

P /"Tsen2x I
0 X

. Substituindo em (1): 4V?2 + /"Tsen Oy
W _ i
0

dx.

T

2x




r Energia contida em um pulso retangular

AV: s [T
W = e / sen 2x I
0

T 2x

. Fazendo y=2x e dy=2dx, temos:

2V /'zwseny
T Jo Yy

W

dy.

. Tomamos, entao o valor da integral de uma Tabela de integrais de
fungoes trigonomeétricas:

2
my

2
W = (1,41815).

-




Energia contida em um pulso retangular

. A energia na banda de -2n/t a +2n/t corresponde a 90% da energia
total do pulso:

2
Vit

2
W =

(1.41815).

'

V(w)
Voot
—4ar 4ar
T T
N Dm0 2
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Usando limites para calcular a Transformada de Fourie

. Calcular a Transformada de Fourier da Funcao Sinal:

sgn(7)

1.0

; t sgn(t) = u(t) — u(—t).

—1.0

. Aproximamos por fungoes exponenciais:
f()

segn(f) = ii_r%[e_“u(r) — e“u(-1). €>0. 1.0 N

eSlu(—t)

-1.0
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Usando limites para calcular a Transformada de Fourier

|
|

. Aproximamos por funcoes exponenciais:

sen(t) = lim[e “u(t) — e“u(—t)], € > 0.

e—()

. Como obter a Transformada de Fourier?

fH(t)=f(t) (parat>0),
f7(t)=f(t) (parat<0),
entao
() =f*(t) +f(1)
¢

F{O) = F{TO) + F{0)
= L)} smio + LA (1)} s=—joo-




| Usando limites para calcular a Transformada de Fouriel

- . Aproximamos por fungoes exponenciais:

)

segn(f) = li_r}%[e_“u(r) — e“u(—1)]. € > 0.

1 1
F{f()} = —
Q) S+ €ls=jo ST €|s=—jo
‘ B 1 B 1
‘ Jo + € —Jjw t+ €
. 2w
W’ + €

2
- Quando €e— 0: %{sgn(t)} = ]—
)

R —
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Usando limites para calcular a Transformada de Fourier

. Calcular a Transformada de Fourier da Funcao Degrau Unitario:

. Esta funcao pode ser expressa por: 1
u(t) = < + —sgn(?).

2

. Logo: Flu(t)} = g{;} + 3}{; sgn(r)}

2
- Sabendoque F{A} = 27 A8(w) F{sgn(t)} = i
i} 1l 1 “ 1
F{u®)} = F{5¢ + Fi7sen(t) ¢ = 7é(w) + —
2 2. ) }m




Tabela de Transformadas de Fourier

TABELA 17.1 Transformadas de Fourier de func¢oes elementares

Tipo f(t) F(w)

impulso o(t) 1

constante A 27 Ad(w)

sinal sgn(t) 2/jw

degrau u(t) mé(w) + 1/jow
exponencial de tempo positivo e u(t) /(a+jw), a>0
exponencial de tempo negativo e u(-t) l/(a—jw), a>0
exponencial de tempo positivo e negativo el 2a/(@* — @*), a>0
exponencial complexa e/t 276w — w,)

CO-$eno cos w,t (0 — w,) + 8(w — w,)]
seno sen w,t jmé (0 + ) — é(w — w,)]




