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Séries de Fourier




Série de Fourier

- Qualquer funcao periodica f(f) pode ser representada por uma
soma infinita de senos e cossenos:

o0
f(t) = a, + D a,cosnwyt + b, sen nawyt,

n=1

a,a_, b sao os coeficientes de Fourier
w, =2"pi/T € a freqiiéncia fundamental da funcéo.
2w, € o segundo harmonico, 3w, € o terceiro, etc...

O periodo de qualquer termo da séerie € um multiplo inteiro de T.




Condicoes de Dirichlet

Condicoes que f(t) deve satisfazer para que possa ser expressa
por meio da série de Fourier:

. f(t) deve ser univoca (p/ cada elemento do dominio
corresponde um unico elemento do contra-dominio);

. Deve ter numero de descontinuidades finito no intervalo T;:

. Deve ter numero de maximos e minimos finito no intervalo T;:

t,+T
- Alintegral ft ‘f(t)‘dl‘ deve existir




Condicoes de Dirichlet

. Funcoes periddicas geradas por fontes fisicamente
realizaveis satisfazem estas condicoes.

. Estas condicoes sao suficientes, mas nao necessarias:
mesmo que uma fungcao nao as satisfaca, ainda pode ser
possivel expressa-la por Série de Fourier.

- Aplicacao a circuitos — calcula-se a resposta a cada sinal
senoidal e soma-se as respostas (superposicao).




Coeficientes de Fourier

- Podemos calcular os coeficientes da Série de Fourier por:

1 Iﬂ‘l‘T
a, = — t) dt,
7|0
) =
ay = — f(t) cos kwgt dt.
| L
| 7 o' T
by = = f(t) senkwyt dt.

IJ




Coeficientes de Fourier

. a, corresponde ao valor medio de f(t):

a, = ? f(t) dt, |

1]

n=1

tg+T tyt+T ('s
f(t)dt = f (a.u + D a,cos nogt + b, sen nmﬂt) dt
ty Iy

tg+T 00 tg+T
— f a,dt + E (1::.!1,I COS nwyt + b, sen nmﬂt) dt
Iﬂ n=1J1t

=a,l +0.




Coeficientes de Fourier

to+T

g 2
- Demonstragao: a = f (1) cos ket dt.
fy

ﬁ]‘l‘T f[}-h?"- -----------------

f(t)cos kwgt dt = / a, cos kwgt ¢ dr

fp Fesssssssssmsssmnas c
tg+T |
+ > (a, cos nwpyt cos kwot + b, sen nwyt cos kwot) dt

tn




4 —— .-

Coeficientes de Fourier

ty+T

- Demonstragao: a = f (1) cos ket dt,
Io

. 1p+T tg+T
(1) cos kwgt dt = a,, cos kwgt df
0 v 0
0y

Ly

-----------------------------------------

. . I{}_T . .
Mas: / cos mwyt cos nwpt dt = 0, i para todom # n,:
= Jt - . "

EftoJrT J ft+T 1 =0 E
), cosmo, tcosnw, tdr= E[cos(m-l—n)ooot-l—cos(m—n)ooot] 1=0




Coeficientes de Fourier

ty+T

| - Demonstragao: a = f (1) cos kot dt,
Iy

g+ T tg+T
/ f(t)cos kwgt dt = / a, cos kwgt dt
I to

-----------------------------------------

] = ptptT -
Mas: 5 / cos mamyt cos nwyt dt = 0, para todom # n,
= Jt .

Dot 4T +7 (1+cos2mw, t)
f cos’ mw, tdt= f dt =




Coeficientes de Fourier

to+T
. Demonstragdo: @ - f(2) cos ket dt,
to
W+ T tg+T
f(t)cos kwgt dt = / a, cos Kwgt dt
ty ty
e

+ > (a,, cos nwgt cos kwgt + b, sen nwgt COS kmgt)dr

| Mas to+T
/ cos mawytsen nwyt dt = 0, paratodomen
Iy

.
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{ +T
cosm (notsenn(notdtzft —[sen(m+n)w t—sen(m—n)w, t]dt =0



Coeficientes de Fourier

to+T

. Demonstracao: a = % ; f(t) cos kawyt dt.
W+ T tg+T 0
f(t)coskwyt dt = / a, C))»s/k{{];dr
ty ty
o0 fg+T 0 |
+ > (a,, cos nwgt cos kwgt + b, sen mv kot ) dt
n=1J1,

T
=0 + ﬂk(g) + 0.




Coeficientes de Fourier

tg+T

. Demonstracao: o« = f(t) senkwyt dt.
Iy

[0+T' ..........................

t 4T _ _
ft f(t)senkmotdtzft ta,senkw,tdt:,




Coeficientes de Fourier

tg+T

| - Demonstragao: o = f(t) senkat dt.
Iy

t,+T t,+T
f f(t)senkw tdt—f a,senkw,tdt .,
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{ +T {+T
f cosm u)otsennu)otdtzft 5 [sen(m+n)w t—sen(m—n)w t]dt=0




Coeficientes de Fourier

I[]+T

- Demonstracao: b« = f(t) senkwyt dt.
Iy

t+T

t +T
L f(t)senk(x)otdt=ft a,senkw,tdt |,

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

-----------------------------------------

I[}+T -
Mas: : / senmawyt sen nwyt dt = 0, paratodom # n,
= JIp :
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Simplificacao dos calculos dos Coeficientes de Fourier

O calculo dos coeficientes de Fourier (CF) pode ser simplificado
pelas seguintes simetria:

. Simetria das fungoes pares;
. Simetria das fungdes impares;
. Simetria de meia-onda;

Simetria de quarto de onda;




Simetria das funcoes pares

. Definicdo de funcéo par: f(t) = f(-1).
f)

A4 N/ N

- . Parafuncoes pares, as equacoes para os CF reduz-se a:

) T/2 Série de Fourier p/ f(t) qualquer:
ay = ? f(f) dt, 1 [otT
0 a, = ? f(t) dt,
Iy
4 (T2 ) ot
ap = f(t) cos kwyt dt, a = — f(1) cos kawt dt,
T J T J,

to+T

bk — O para todo k. b, = T ; () senkwyt dt.




Simetria das funcoes pares

- Demonstracao: 1 [T~
a, = f(f) dt
I ) _rp
1 0 1 T/2
1)
= — Hdt + — f(t) dt.
r ), fOd 5|

t

T/2

0 0
- Mas: fydr = [ fo(-dx) = [ f(x)dx.
T/2

~T)2 0




Simetria das funcoes pares

0

. Demonstragio: , — 2 [ #(1)cos kayt di

) 1)

T2
+ = f(t) cos kwt dt,
T Jo
0 0 |
. Mas: f(t)cos kwgtdt = f(x)cos (—kwyx)(—dx)
~T/2 T/2
T/)2
= f(x)cos kawgx dx.
0




Simetria das funcoes pares

- Demonstracao:

TI2
——f mf t)senkw tdt+= f t) senk w, 1 dt
|
. 0 0
. Mas: f(f) senkw(}l‘ dr = f(x) sen (—kwux)(—dX)
-T2 e
T2
- f(x)senkwx dx.
0

................................... f(r)




Simetria das funcoes impares

- Demonstragao:  f¢) = _f(-¢),

7 t
-T —T/2 0 T/Z\j
2 A

. Para funcoes impares, as equacoes para os CF reduz-se a:

a,=0;

a, = 0, para todo k;

4 [TV

b, = — f(r) senkwt dr.
I Jo




Simetria das funcoes impares

. Pode-se aplicar um 1

deslocamento para obter 4
simetria par ou impar: /\ | /7\ /\
/-1t Nr)2/0
—-A |

(a)

/.\|7\ /N
HRVARN

(b)




Simetria de meia onda

L N £(0)
- Definicao: uma funcao

periodica possui simetria de
meia onda se /\ /7\ | /I\

-T T/2 0 /2

J(t) =-f(t-T/2).




Simetria de me|a onda

- Definicao: uma funcao

| . |
| Y o : Al
periodica possui simetria de
meia onda se: /I\ | /\\//\\,

() =—f(t - T/2).

Com simetria de meia-onda /_\ )

Sem simetria de meia-onda




Simetria de meia onda

—f(t

- T/2).

f(0)

f(t) =
Para funcoes com simetria de
meia-onda, os CF podem ser
dados por: /\
=T
a, =0,

a,=0, parak par;
4 [T
&G = = f(t)cos kwyt dt, para k impar:
0

b,=0, parak par;

4 TP

b, = T f(t)senkwyt dt,  parak impar.
0

/
T/2

ANIAN
VAR




Slmetrla de meia onda

- Demonstracao:

s a4 (172
Loa, = T f(t)cos kwyt dt, para k impar; :
: 0
to+T 2 T/Z
UG =7 J(t) cos kgt dt = T f(1) cos kgt dt
fo ~T/2
7 Y 5y (TR
== mf(t) cos kgt dt 7/ f(t) cos kgt dt (1)
0 T/2
. Mas: f(t) cos kwyt dt = f(x — T/2)cos koy(x — T/2) dx.

-T2 0




Slmetrla de meia onda

- Demonstracao:

a4 (172
oa, = T f(t)cos kwyt dt, para k impar; :
H U E
2 to+T 2 T))(z
e = 7 f(t) coskwgt dt = — f(t) cos kwgt dt
fo r ~T/2
7 Y 5y (TR
‘ =T mf (f)cos kaor dt 4 — () cos ket di (1)
0 T2
I . Mas: f(t)cos kgt dt = f(x — T/Z):cos kwo(x — T/2)idx.
-T)2 o tmmmmmmmmmmommommoeme

. , 0
i coskw (x—T/2)Ecos(kw, x—k n):coskncoskwox—Wsenk Q)

o

/2
f(t)cos kagt dt = / [—f(x)] cos km cos kwyx dx.  (2)
~T/2 0




Slmetrla de meia onda

a, = para k par;
. Demonstracdo: = o
a, = T i f(t)cos kwyt dt, para k impar:;
to+T 5 T
UG =7 () coskapt dt = = £(1) cos kgt dt
fo I J-1p !
_2 D f(t) cos kwyt dt 2 [
T )7 “o + T i f(t) cos kgt dt (1)

0

T)2
f(t)cos kwgt dt = f [—f(x)]cos km cos kwpx dx.  (2)
~T/2 0

T/2

. Substituindo (2) em (1): = —(1 — cos k) i f(t) cos ket dt.




Slmetrla de meia onda

- Demonstracao:

4 [T
a, = — f(t)cos kwyt dt, para k impar:;

T/2

= —(1 — cos k) f(t) cos kwt dt.
0

Mas coskn=1, para k par

coskn=-1, para k impar




Simetria de quarto de onda

. Simetria de quarto de onda: fungcdes com simetria de meia
onda e também simetria em relacao aos pontos medios dos
semi-ciclos positivos e negativos:

f(@) £(0)
A Al
| | | |
0 r/4 r/j231/4 |T I 0 T/4 T/23T/4 |T f
» 1
Com simetria de quarto de onda Simetria de meia onda, sem

simetria de quarto de onda

e —————— e




Simetria de quarto de onda

Fungoes com simetria de quarto de onda podem ser transformadas em
par ou impar.

, (0
impar A

| | )
0 T/4  |\T/237/4 |T

par o

' f
0 )4 |r/2371/4 T




Simetria de quarto de onda

Se a funcao for transformada em par:

a, =0, por causa da simetria de meia-onda;

a, = 0, para k par, por causa da simetria de meia-onda;

g [T/

G = i f(t) cos kwgt dt, para k impar: ﬁ

b, = 0, para todo k, porque a fun¢do é par.

par (i

' f
0 V4 |r/237/4 T




Simetria de quarto de onda

Se a funcao for transformada em impar:

a, = 0, porque a fun¢do é impar;

a, = 0, para todo k, porque a fun¢do ¢ impar;

b, = 0, para k par, por causa da simetria de meia-onda;

g [T/

b, = T f(r)senkwyt dt, para k impar.
0

f(@)

| | )
0 T/4  |\T/237/4 |T




Forma trigonometrica da serie de Fourier

o0
f(t) = a, + D a,cosnogt + b, sen nwyt,
n=1 i

A Série de Fourier pode ser representada alternativamente por:

o

f(t) = a, + D a,cosnwgt + b, cos(nwgt — 90°).
n=1
Usando fasores, temos: {a, cos nwt} = a, /0°
P{b, cos(nwyt — 90°)} = b, /—=90° = —jb,.

P{a, cos(nwgt + bucos(nwyt —90°)} = a, = jb,. = Vay + by /=0, = A,/—6,.

a, cos nogt + b, cos(nwgt — 90°) = PHA,/—0,} =A,cos(nwyt - 6,)

e —————— e




Forma trigonometrica da série de Fourier

o0
f(t) = a, + D a,cosnogt + b, sen nwyt,

n=1
A Série de Fourier pode ser representada alternativamente por:
f(t) = a, + > A, cos(nwgt — 6,),

n=1

Onde A e 8, sao dados por:

a, — jb, = \Va + b./—0,= A,/ —0,.




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

g

A'AA% & : Vm
Vg C ~ v,
T 2T 3T

&
¢ I Vm

V, possui simetria impar, de meia onda e de quarto de onda, logo:

g [T/

b, = T f(t)senkwyt dt, para k impar.
0

g [T/
bk — / VmSenkw[]I df )
T () ‘ 4Vm 00
v

N = D —sennwy.
Tk

(k € impar).




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Vg
R
AM——8 @
+ Vi
Vg C 7~ v, t
T 2T 3T
© ; — Vm
Expandindo a série: 4, S 1
— 2 —sennwl.
T p=13s5..1
4V,
v, = 75611&)0: + gsen?;wot
4V
—sendwyt + —senTwyt + -
571' T

Vg equivale a uma infinidade de fontes em série com amplitudes e fregiiéncias distintas.




)

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Aplicacao

Vg

R

WA\ ® ' |

v, C ~ v, [
T 2T 3T
¢ ; 1=V
Expandindo a série: 4V, 4V,
Vy = seNwyl + ———Ssendwyl
T QIT

4V, V.
+ ——sendwyl + e sen/wol + -+
o

-

Para cada componente de entrada, a tensao de saida pode ser dada pela

seguinte expressao fasorial:

Ve

" 1+ joRC

Yo

e




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Vs
R
WA ® &
+ Vi
vg T v T 2T 3T f
& ; -V
Voo
“ 1+ joRC

Tensao de saida em funcao da fundamental:

v, = 1 (4V,,/7)/0°
v, = —= > —sennwl. ‘ Voo = /ML

T ,=135.1

g 1 + jwyRC




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Vg
R
A & : Vm
K ‘T ) T 2T 3T
° ; __Vm
v
Ve
1 + joRC
Ou, na forma polar:
V., = (4Vm),§ _B]
vg'l _ (4Vm/ﬂ-)L0 ‘ ol ’J'T\/l + w%chQ

I + jwyRC
onde p, =tg'w,RC.




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Ve
R
A & &
+ Vi
Vg C 7~ v !
T 2T 3T
° ¢ I Vm

No dominio do tempo, temos:

v, - ol > o it — B
ol = ’ Vy = sen — By).
V1 + RRC? V1 rare

B, = tglw,RC.




( Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

R
_ W ] ]
Vg = E —sennwyl. ) L
n=135.... g
. o
- Para a componente do 30 harmonico, temos:
V. = (V/3m) [0 Cuja expressao no tempo €:
1 + j3wy,RC
4V 3
- M ) *;L_ 3
37V1 + 93 RAC? AV
Vs = % sen(3wy — Bs)
onde 37V 1 + 93 R2C?
B; = tg'3w,RC.




) —

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Aplicacao

Vg

A'A'A% & & 1%

4 m

&
¢ I Vm

Entao, a expressao para o k-€simo harmonico pode ser dada por:

B 4V,
km\V1 + kK2oiRXC?

Vo sen(kwyt — B) (k € impar)

onde  f3, = tg'kw,RC. (k é impar).




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Ve
R
A & &
+ Vi
Vg C 7~ v !
T 2T 3T
° ¢ I Vm

‘ Por superposicao, a expressao da tensao de saida pode ser dada por:

‘ o.(f) = 4V, > sen(nwyt — B,,)
0 T p=i35..n\V1 + (nwyRC)*




o —— —

Aplicacao

Vg

A'A'A% & & 1%

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

m

<
@'
3|
/1

&
¢ I Vm

Para valores elevados de C:

v, = sen(nwyt — fB,,)

D(f) I 2

=1.3.5,...H\/1 + (H&J{)RC)Z

|

Vv, ~

=
S
=3
A
:M?

?’1

1

2
Ww{)RCn 135.. 1

3T

—sen( nwgt — 90°)

>
> —5cos nwgt.




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Ve
R
A & &
+ Vi
Vg C 7~ v, t
T 2T 3T
° ¢ I Vm

A amplitude dos harmonicos decresce com um fator de 1/n?:

v, =1

~ - { — 90°
Vo X o RC n=§5,.,.n2 sen( nw, )
-4V, = 1

X

— COS nwyt-.
7wy RC 5. n’




( Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Vg

A'A'A% & & 1%

m

° ¢ I Vm

Quando C tem valor muito elevado, a tensao de saida pode ser aproximada
por somente alguns harmonicos:

4V - |
v, ~ — sen( nwyt — 90°
* % mwyRC s Sement = 0
-4V =1
~ “ 2 G COS H-{U[]f.

’?Tw{JRC n=135..H




Aplicacao

Determinar a resposta de regime permanente do circuito RC:

Ve
R
A & &
+ Vi
Vg C 7~ v !
T 2T 3T
° ¢ I Vm

‘ Quando C — 0:

‘ o.(f) = 4v,, > sen(nwyt — B,,)
’ T {350\ 1 + (nwyRC)*

>
4v,. 1
h v, = ——— >, —sen nwy.
T p=135..1

vO=V(g

R —




Calculo de poténcia media de fungoes periodicas

Pode-se expressar a poténcia media de um circuito em funcao
das tensoes e correntes harmonicas:

>0
v =V, + DV, cos(nwgt — 6,,),
n=1

1 = I, + EI cos(nwgt — 6;,).

to+T fot+T
‘ = —/ pdt = / vi dt

DLl to+T
T Iy ”=1T Iy

X cos(nw,t - 6,) dt.

R —




Para o produto de cossenos, os unicos termos que sao nao nulos,
correspondem a produtos de tensao e corrente de mesma frequencia.

EI/; cos(nwot — 8,,) EI n COS(nwgt — 6;,).
n=1 n=1

pois: fo*+ T
/ cos mwyt cos nwyt dt = 0, paratodom # n,
Ly

T
= —» param = n.
5 P




( Calculo de potencia méedia de funcoes periodicas

Usando a identidade trigonométrica:

COS acosﬁ=%cos(a—ﬁ)+§ cos(a+p)

temos:

1 fﬂ"‘T

|
P = _V::c:fccr + —
T ot

X cos(nw,t - 6,) dt.

VI g+ T
P =WVl + 2

| cos(0,, — 0i,) + cos(Rnaw,t - 6,, - 6,)]dt,

v~ “Yin

Iy




Calculo de poténcia media de fungoes periodicas

0
| VI otf e v
P=V..+ E [ cos(6,, — 6;) + cos(2uet="8,, - 6,)]dt,
to e
DUVI ...................................
P =Vl + 375" c05(0h, — 6,)
n=1

‘ A poténcia média total € a soma das poténcias médias de cada
harmonico separadamente (mais a poténcia devido aos offsets).




Valor eficaz de uma fungao periodica

O valor eficaz de uma funcao periodica pode ser dado em funcao
dos coeficientes de Fourier:

\/l g+ T
F.i=1|— 1)’ dt.

Iy

1 o+ T 50 9
F = ?/ a, + E:IA” cos (nwgt — 6,,) | dt.
E.[]. n=




Valor eficaz de uma fungao periodica

tp+T
Lembrando que: / cos mayt cos nwyt dt = 0, para todom # n,
fo

T
= —> param = n.
5 p

1 to+T o0
Temos: ?f |:a + EA cos (nwgt — 6'”):| dr. "




Valor eficaz de uma fungao periodica

O valor eficaz de uma funcao periodica € a raiz quadrada da soma
| do quadrado do valor eficaz de cada harmonico e do quadrado do
valor DC:




Forma exponencial da Série de Fourier

Partindo da Série de Fourier:

________________________________ 2
P pInl _ pjnont |
L sen nwgt = : 1
EL ) 2] i
: - b | ,
Obtemos: f(f) _ EEH E;nm[}! + e ;f:m“!) 1 ?(Ejnami o E—;nm[}i‘)
= ]




Forma exponencial da Série de Fourier

£(0) = ay + S+ L7y + Sted} g Ty

n=1 /
-, + 3( B s (2Ll
n=1

- A,
Definindo: C,=—=(a, —jb,) =—/—6, n=1223--




Forma exponencial da Série de Fourier

|
.- = 1 A
- Definindo: C, = E(a” — jb,) = 7” 9. n=123..
E Sabendo que: zrn—i_T .....................................................
= f(t) cos kwt dt
to |
21‘u+T
by : T () senkwgt dr
Iy

| T

Pela definicao: C, = =3 ? f(t) cos nmnrdr — ;? f(t) sen nwyt a’t
A T A
| z“+T
=7 f(t)(cos nwgt — jsen nwgt) dt
Ty
to+T

= f(t)e Imd qg.
T t, (




e —

Forma exponencial da Série de Fourier

1 [t T
De: C,=— f(t)e "t dt.
T /.
1 to+T
temos: Cy = T S dt = a,.
Iy
1 to+T

| 1
e: Co== [ fO™dt=Cl = (a,+ jby).

Iy




Forma exponencial da Série de Fourier

ituindo: 1 A,
Substituindo Co= 2@y~ i) = 5/, n=1.23
...................... T
Co ==+ (D) dt = a,
T )i,

.......................................................................................

1 [T |
Co==[ e dt =C,=(a, + jb,).

00 _ . b, . :
Em: F(6) = @y + e+ e 4 Tt — i)
n=12 ............................... 2]
:ﬂv+ E(gﬂ —J ”)ﬁ/ﬂ&mf+
.............. =\

TemOS: f(f) — CO + E(Cnefﬂwof 4+ C;e—jnmor)
n=1

o0

o0
= D C " + N Cre "
n=( n

=1




e —

Forma exponencial da Série de Fourier

f(t) = Cy + D(Cpe" + Cpe ")
n=1

o0 ) o0 )
= M Cel" + Y Cre ",
n=(0 n=1

o0

—00
Mas: M Cre " = N C el

n=1 n=—I1

o0 —1
f(r) = X Cem + 3 C e
n=»0 —00

o0
_ Mgl
o ECHEJ 0 .
—00




e —

Forma exponencial da Série de Fourier

Trata-se de uma representacao alternativa e mais concisa:

f)= 3 Cpem,

n=—0m
1 [T |
onde C, = — f(t)e "t dt,
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Forma exponencial da Série de Fourier

Pode-se expressar o valor eficaz em funcao dos coeficientes complexos

de Fourier:
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