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Queremos resolver numericamente a equagdo

x(t) = f(t,x(t)), x(to) = x0,t > to
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Métodos Numéricos para EDOs

L Introducao

Existéncia de Solucao

Teorema

Suponha que f satisfaz a condicido de Lipschitz

[ (t,x) = £(t, y)ll < LlIx =y

em D = {(x,t) : ||x — xo|| < b, |t —to| < a} e que ||f(t,x)|]| <B
em D. Entdo, a equagdo diferencial

x(t) = f(t,x(t)), x(to) = x0,t > to

possui uma tnica solugdo no intervalo |t — to| < min(a, b/B).



x =+/x, x(0) =0

m \/x nao é Lipschitz em x = 0.
m Solucdo n3o é lnica: x =

7 ou x = 0.
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x=x% x(0)=1

IX2

ndo é Lipschitz em (—o0, 00).

m Solugdo n3o existe para todos os tempos: x(t)
B x —ooquando t —1

_ 1
1t
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Podemos reescrever a EDO

x(t) = f(t,x(t)), x(to) = x0,t > to

0

x(t) = x0 + /tt f(s,x(s)) ds,t > to

«O» «Fr « =>»
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DA
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Aproximamos a integral pela drea do retdngulo:

e h—
0.5r B

L L
1 2

:; .'EU"L) 5 é 7t

x(t+h) = Xo+/

t t+h
[ flsx(s))ast /t F(s, x(s))ds ~ x(£)--hF (¢, x(t))
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Encrevendo x(kh) = xi e tx = kh, obtemos a iteracdo
correspondente ao método de Euler:

Xk+1 = Xk + hf(tk,Xk)
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Aproximamos a integral pela drea do trapézio:

L
1

L
2

3 .’L'(h) 5 6 7t

t+h h
/t f(s,x(s))ds = E[f(t,x(t)) + f(t + h,x(t + h))]
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Obtemos a seguinte iteracdo:

h
X1 = X+ S (b xk) 4 F (b1, Xern)]
Note que x,1 aparece em ambos os lados da equagdo. Por isso,
precisamos resolver a equagdo nao-linear implicita para obter x4
(o que exige calcular f em diversos pontos).
m O método de Euler é um exemplo de método explicito.

m O método do trapézio é um exemplo de método implicito.
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Método classico:

h
Xp1 = Xic + 6(k1 + 2k + 2k3 + k)
kl = f(tk,Xk)
k2 = f(tk + h/2,Xk + hk1/2)
ks = f(tk + h/2,Xk + hk2/2)
ks = f(tx + h,xx + hks3)

«O» «Fr « =>»
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Em geral, métodos explicitos podem ser escritos na forma

Xk+1 = Xk + h®(tie, xic; h)
Definimos o erro de truncamento

T, — X(fk+1)h— x(t)

(ti, Xic; h)
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Ty =

X(tey1) = x(te)

h d)(tk, Xk h)
Usando a série de Taylor:

2
x(tis1) = x(tx) + hx'(t) + ?x”(tk) +..
obtemos

T = X' () + Ex"(tk) + .o — O(tk, xxk; h)
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T, = Xl(tk) + EX”(tk) +...— d>(tk,xk; h)
Para o método de Euler, como ® = x’, temos que

h h?
Tk = EX”(tk) + —

X" (t)... = O(h)

«O» «Fr « =>»

« =

DA



Se Ty = O(hP), entdo também o erro acumulado pelo método
numérico é O(hP), isto é,

Ix(tx) — xkll = O(hP),Vitx < tfinal

Neste caso, dizemos que o método de integracdo é de ordem p.

«O» «Fr « =>»

« =



podem ser escritos na forma:

Em geral, métodos de Runge-Kutta sdo quaisquer métodos que

m
Xip1 =X+ by viki
i=1

i—-1

ki=f|ttaihat+hy Bkl i=1,

.., m
j=1

Note: o método acima requer m avaliacdes da funcdo f.
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m O método de Euler é de ordem 1 e tem m = 1.

m Para p <4, um método de Runge-Kutta de ordem p requer
m=p.

m Contudo, um método de Runge-Kutta de ordem 5 requer

m = 6 (ou seja, o método torna-se menos vantajoso para
p > 4).
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Métodos Numéricos para EDOs

LMétodos de Passo Variavel

Métodos de Passo Variavel

m E possivel que x(t) varie muito rapidamente em certos intervalos de
tempo de forma que é desejivel que h seja pequeno.

m Por outro lado, pode haver intervalos de tempo em que x(t) varie
muito lentamente, sendo desejavel que h seja grande.

m Tipicamente, desejamos que
errop = ||xk — x(tx)|| < TOL
m Como erro, = ChP*1, o passo h étimo serd tal que

Chooh ~ TOL

TOL\ V/PH!
hopr = h ( )
erroy

m Assim, obtemos




m O método de Dormand-Prince é um método de Runge-Kutta de 42
ordem com passo variavel.

m Para ajustar o passo, usa-se um método de 57 ordem para avaliar o
erro de integrag3o.

TOL\Y®
hk+1 = hxemin (2, max (0.5,0.8 < 0 ) >>
erroy

erroy = ||erdem 4 _ ch:rdem 5”

m Este método é implementado no Matlab sob o nome de ode45.
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Até agora, vimos como resolver equacdes de 1% ordem

numericamente. Mas como resolver equa¢des de ordem superior

como a que descreve o movimento de um péndulo?

0+ %sen@ =0
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Até agora, vimos como resolver equacdes de 1% ordem

numericamente. Mas como resolver equa¢des de ordem superior
como a que descreve o movimento de um péndulo?

0+ %sen@ =0

A chave estd em converter a equagao acima em uma equacdo de
primeira ordem mas com mudltiplas variaveis.
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resolver

De fato, nossos métodos numéricos de integracdo permitem

x = f(t,x)
mesmo quando x é um vetor em R".
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Métodos Numéricos para EDOs

LRepresentao;Eio em Espaco de Estados

Equacoes Diferenciais de Ordem Superior

De fato, nossos métodos numéricos de integracao permitem
resolver

x = f(t,x)

mesmo quando x é um vetor em R".
A expressao para o método de Euler, por exemplo, permanece a
mesma para xx € R":

Xk4+1 = Xk + hf(tk,Xk).



Para o exemplo do péndulo

6+ %sen@ =0

definimos x; = 0 e xo = 6. Dessa forma, temos
X| = Xp

5(2 = — gsenxl

«O» «F>»r « =



X1 = Xo

Xy = — Esenxl

Definindo

x:[z] ef(x):[

obtemos a EDO de primeira ordem

X = f(x)

X2
—&senx; |’
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Métodos Numéricos para EDOs
I—Representao;iio em Espaco de Estados

Representacao em Espaco de Estados

x = f(x)
o {2 } e F(x) = [ oo ]

m Dizemos que a forma acima é uma representacdo em espaco
de estados para a EDO do péndulo.

m Dizemos que x31, o angulo do péndulo, e xp, a velocidade
angular do péndulo, sdo os estados do sistema dinamico.



Métodos Numéricos para EDOs

I—Representa;ﬁo em Espaco de Estados

Representacao em Espaco de Estados

x = f(x)
o [ 0 } e F(x) = [ oo ]

m Dizemos que a forma acima é uma representacdo em espaco
de estados para a EDO do péndulo.

m Dizemos que x31, o angulo do péndulo, e xp, a velocidade
angular do péndulo, sdo os estados do sistema dinamico.

m Praticamente todo sistema dindmico possui uma
representacdo em espaco de estados (que ndo € Unica).



Obter a representacdo em espaco de estados para o sistema
massa-mola-amortecedor

1

F=mx=—cx—kx
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Obter a representacdo em espaco de estados para o sistema
massa-mola-amortecedor.

1

F=mx=—cx—kx

X1 =X, Xp =X

:[ %

—kx1/m — cxa/m
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Obter a representacdo em espaco de estados para a EDO que
descreve o circuito RLC abaixo.
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Obter a representacdo em espaco de estados para a EDO que
descreve o circuito RLC abaixo.

V=RI+Ll+Vc
| =CVc
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Obter a representacdo em espaco de estados para a EDO que
descreve o circuito RLC abaixo.

| =CVc
L

AL

(V= Ve —RI)/L

I
= V=RI+Li+Vc
v
T
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descreve o circuito RLC abaixo.

Obter a representacdo em espaco de estados para a EDO que

V=~RI+Ll+Vc

I =CV¢
d[Vve] [ © 1/C
da| 1| 7| -1/L

e ] ]

«O» «Fr « =>»

« =

DA



Considere o problema de resolver numericamente a equacado

x=Ax, AeC.
Sabemos que a solu¢do exata é dada por

x(t) = xpe™

e que x(t) — 0 quando t — oo se Re{A} <0
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X =Xx, AeC.

Usando o método de Euler, obtemos a seguinte iteracao

Xk+1 = Xk + hAx, = (1 + )\h)Xk,
o que leva a

xk = (1 + Ah)*xo.
Temos que x,x — 0 quando kK — oo se |1+ Ah| < 1.
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implica xx — 0.

m Dizemos que a integracdo numérica de x(t) € estdvel se x(t) — 0

m Uma consequéncia pratica da propriedade de estabilidade é que o
efeito de erros numéricos diminui a medida que o tempo passa.

«O» «F»r « =

Er «E>»

DA



m Dizemos que a integracdo numérica de x(t) € estdvel se x(t) — 0
implica xx — 0.

m Uma consequéncia pratica da propriedade de estabilidade é que o
efeito de erros numéricos diminui a medida que o tempo passa.

m Definimos a regido de estabilidade como o conjunto de valores A
para os quais a integracao é estavel.

m No caso do método de Euler, a regido de estabilidade é dada por
{A: 1+ Xh <1}
que é caracterizada pelo interior do circulo de centro —1/h e raio

1/h.

«O» «F»r «

i
it
it
N)
¥l
i)



Métodos Numéricos para EDOs
L Estabilidade

Regioes de Estabilidade

\
\
W

\\ N

NN
‘\&\\s\s\\s\&\\‘\\\ \k\‘\\k DALMY
AT

e —

N

(a) Regido de estabili- (b) Regido de estabili-
dade para método de Eu- dade para método do
ler trapézio

m Para |)\| grande, temos que fazer h muito pequeno para
manter a estabilidade do método de Euler.
m Por outro lado, o método do trapézio é sempre estdvel.



Métodos Numéricos para EDOs
L Estabilidade

Regioes de Estabilidade

AN

=

(c) Regido de estabili- (d) Regido de estabili-
dade para método de Eu- dade para método do
ler trapézio

m Para |)\| grande, temos que fazer h muito pequeno para
manter a estabilidade do método de Euler.
m Por outro lado, o método do trapézio é sempre estdvel.

Em geral, métodos implicitos apresentam regidao de estabilidade
muito maior que métodos explicitos.



/

ler

(e) Regido de estabili- (f) Regido de estabili-
dade para método de Eu- dade para método do

trapézio

m Se tivermos um processador muito rapido, qual o problema de fazer
h muito pequeno e assim tornar o método de Euler estavel?
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Métodos Numéricos para EDOs
L Estabilidade

Regioes de Estabilidade

\\
W

AT
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N

AT

.

\
\
\

(g) Regido de estabili- (h) Regido de estabili-
dade para método de Eu- dade para método do
ler trapézio

m Se tivermos um processador muito rapido, qual o problema de fazer
h muito pequeno e assim tornar o método de Euler estavel?

m maiores erros (relativos) de arredondamento;

m mais erros de arredondamento s3o acumulados.



Métodos Numéricos para EDOs
L Estabilidade

Regioes de Estabilidade

0 0
-1 -1
-2 1 -2
-3 B -3
- -2 -1 0 3 = _1‘ 0

(i) Regido de estabilidade para (j) Regido de estabilidade para
Runge-Kutta de ordem 1 Runge-Kutta de ordem 2



Métodos Numéricos para EDOs
L Estabilidade

Regioes de Estabilidade

-3 -2 -1 0

(k) Regido de estabilidade para (I) Regido de estabilidade para
Runge-Kutta de ordem 3 Runge-Kutta de ordem 4



Suponha que queiramos resolver a seguinte EDO numericamente:
i X1 - -1 0 X1
dt| x| | 0 —1000 X2
A solug3o exata é dada por xi(t) = et e x(t) =e

—1000t
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Se usarmos o método de Euler, a integracdo serd estavel se

I1—h| <1e|l—1000h| < 1.

m A primeira condi¢cdo resulta em h < 2.

m J3 a segunda resulta em h < 0.002.

m Para ter estabilidade, devemos escolher h < 0.002.
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L_EDOs do Tipo Stiff

EDOs do Tipo Stiff

m Dizemos que uma EDO ¢é stiff se ela apresenta modos com
escalas de tempo separadas por diversas ordens de magnitude.
m Para esse tipo de EDO, é mais vantajoso usar métodos de
integracdo implicitos pois
m regides de estabilidade sdo em geral muito maiores que a dos
métodos explicitos
m permitindo maiores passos de integrag3o.

m No Matlab: odelbs, ode23s



Métodos Numéricos para EDOs

LSumério
Sumario
Método | Classificacao Acuracia Uso
ode45 explicito média primeiro método a se
tentar
ode23 explicito baixa maiores tolerancias

ou problemas mode-
radamente stiff

odelb5s | implicito baixa a média | se ode45 é lento de-
vido a stiffness
ode23s | implicito baixa problemas stiff com

altas tolerancias.
mais estavel que

odelbs
odell3 | explicito alta baixas  tolerancias
(mdltiplos ou problemas com-
passos) putacionalmente

intensos
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