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Resumo

O presente trabalho ocupou-se do estudo da robustez do comportamento de um sistema
afim por partes com tempos de transicdo minimamente espagados que ¢ encontrado em
veiculos lancadores e satélites. Os atuadores usados no controle de atitude desses sistemas sao
do tipo liga-desliga e possuem restricoes temporais de chaveamento. Ciclos-limite e
movimentos persistentes nao-periddicos podem ocorrer. Na presenca de incertezas de
modelagem, o sistema esta sujeito a bifurcacdes capazes de afetar requisitos de desempenho
tais como a amplitude de oscilacao.

A natureza de comportamentos dindmicos complexos nesse sistema foi investigada
usando-se diagramas de bifurcagdo em fung¢do dos parametros de controle. Adotaram-se
técnicas como mapas de Poincaré, espectro de Lyapunov e dimensdes fractais calculadas
usando transformada de wavelets. Revelou-se uma rica coexisténcia de dinamicas complexas,
tais como ciclos-limite de periodo-k e¢ caos. Um atrator similar ao quase-periddico ¢
caracterizado.

Possiveis erros de modelagem do sistema de atuacdo foram caracterizados usando tanto
representacdo paramétrica quanto ndo-estruturada. O método de Tsypkin foi utilizado para
estudar a robustez da condi¢do de existéncia de ciclo-limite determinada pelas restricdes de
chaveamento. Assim, regides de comportamento robusto e uma fronteira de robustez no
espaco de parametros de controle puderam ser identificadas. Essas regides foram validadas
por meio de simulagdo e comparadas com aquelas obtidas pelo método da fungdo descritiva,
evidenciando-se as vantagens do método exato no projeto de controladores robustos para o
sistema estudado. Também foi proposto um método de sintese de controladores robustos
usando o lugar de Hamel. Para a estrutura de controle proposta, amplitude de oscilagdo e
consumo de combustivel decrescem ambos com o aumento da freqiiéncia de oscilagdo.
Portanto, a resolugdo de um problema do tipo maximin para a freqiiéncia de oscilagdo sobre a

fronteira de robustez permitiu obter amplitude e consumo reduzidos.
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Abstract

This work is devoted to the study of the robust behavior in some piecewise affine
systems with minimally spaced transition times. Such systems are commonly found in
satellites and satellite launchers. On-off thrusters are frequently used as actuators for attitude
control and are typically subject to switching constraints. In these systems, persistent motions
of different nature may occur, such as limit cycles, quasi-periodic-like and chaotic motions. In
the presence of model uncertainties, the emergence of bifurcations in these systems can
seriously affect performance requirements, such as oscillation amplitude.

In this contribution the nature of persistent motions in an attitude control system with
actuators subject to switching-time restrictions is examined as a function of control
parameters. The main tools used are Poincaré maps, the Lyapunov spectrum and fractal
dimensions calculated using wavelet transform. Complex-switching sequences are also
studied, revealing the existence of period-k limit cycles and motions with slight sensitiveness
to initial conditions, and the coexistence of complex attractors. The existence of a quasi-
periodic-like behavior is predicted.

Model uncertainties in the actuation device are evaluated in both a structured and an
unstructured fashion. Then, Tsypkin’s method is used to investigate the robustness of the
existence condition for time-constrained limit cycles. Regions of robust behavior and a
robustness frontier in the control parameter space are identified. These regions are verified via
simulation and compared to that given by the describing function method, evincing the
benefits in the use of exact methods to address the robustness analysis in this system.
Moreover, we present a design method for robust controllers based on Hamel locus. The
adopted control structure is such that both oscillation amplitude and fuel consumption
decrease with increases in the frequency. Thus, reduced amplitude and fuel consumption are
obtained through the solution of a maximin problem for the oscillation frequency on the

robustness frontier.
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1 Introducéo

Neste capitulo € introduzido o problema de controle de atitude em aplicagdes espaciais e
sdao apresentados os elementos motivadores do presente trabalho. Em seguida, os objetivos
gerais e especificos sdo delineados, bem como as contribuigdes que se entendem dar por seu

alcance. Por fim, ¢ feita uma explicagao da metodologia empregada e da organizacao do texto.

1.1 Historico e motivacéo

Sistemas de controle de atitude com atuadores chaveados sdo encontrados em veiculos
lancadores e satélites [1-5]. Na fase de estabilizacdo de amplitude, esses sistemas operam
tipicamente em regime de ciclo-limite. Como atuadores, tem sido explorada uma variedade de
propulsores liga-desliga, tais como propulsores a base de hidrazina, plasma pulsado e gas frio
[6]. No entanto, a presenca de nao-linearidades nos dispositivos de atuagdo impde algumas
preocupagoes acerca da degradacao do desempenho do sistema. Em especial, esses atuadores
estdo sujeitos a restricoes temporais de chaveamento que, como mostrado por Oliveira e
Kienitz [7], criam problemas pouco habituais de analise e sintese. A estrutura tipica para esses
sistemas € mostrada na figura 1.1. Tanto o modelo para a dindmica do atuador quanto o do
veiculo (veiculo lancador ou satélite) e dos sensores podem ser afetados por incertezas de

modelagem.

Chave com Dinamica | Dindmica
restrigdes do atuador | do veiculo

v

\ 4

Controlador

Dinamica
dos sensores

Figura 1.1 — Estrutura de um sistema de controle de atitude com atuadores sujeitos a restricdes de chaveamento

O projeto de controladores tradicionalmente usado para esses sistemas ndo explora os

atuadores até o seu limite dindmico [4]. Recentemente foi proposta uma metodologia de
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projeto que explora melhor o potencial de atuadores com restricdes de chaveamento [8]. A
funcao descritiva foi a principal ferramenta de engenharia usada nesse contexto. No entanto,
muitos questionamentos permaneceram em aberto ¢ demandaram uma continuagdo do esforgo
de pesquisa. Sobretudo, verificou-se que, quando os atuadores sdo requisitados a uma taxa
superior aquela permitida por suas restricdes, instalam-se nesses sistemas movimentos
persistentes nao-periddicos que podem ser de interesse pratico. Condigdes aproximadas para a
previsao desses fendmenos foram obtidas em Oliveira e Kienitz [7] usando o método da
funcdo descritiva.

Em Mesquita e Kienitz [9], realizaram-se extensos estudos numéricos dos fenomenos de
bifurcacdo para um sistema especifico da classe de sistemas descrita genericamente pelo
diagrama de blocos da figura 1.1: um sistema de controle de rolamento para o veiculo
langador de satélites (VLS) brasileiro. Nesses estudos, observou-se que, no espago de
parametros do controlador, um comportamento dinamico interessante do ponto de vista de
controle ocorre nas proximidades da fronteira em que o sistema sofre uma bifurcagdo. Esse
comportamento ¢ aquele para o qual a amplitude do ciclo-limite mostrou-se minima,
correspondendo a 4% daquela especificada no projeto inicial do VLS. Assim,
questionamentos acerca da robustez de um controlador que opere minimizando a amplitude de
ciclo-limite, mas que, devido a incertezas de modelagem, ¢ suscetivel de instaurar no sistema
um movimento persistente ndo-periddico, demandaram uma continuacdo do esfor¢o de
pesquisa.

Em Mesquita [10], como ferramentas de analise do comportamento dinamico do sistema,
foram usados diagramas de bifurcacdo empregando transformada de Fourier e diagramas de
bifurcacdo empregando os maximos locais da trajetdria. Contudo, a natureza dos movimentos
observados permanecia ainda pouco clara, o que demandava uma ampliag¢do do ferramental de

analise.
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1.2 Escopo do trabalho

O objeto desta tese ¢ o desenvolvimento e estudo de técnicas que permitam assegurar
desempenho robusto para uma classe de sistemas dindmicos hibridos que possuem restri¢cdes
temporais de chaveamento. Dado que nessa classe de sistemas podem instalar-se movimentos
persistentes periddicos ou ndo-periddicos, o trabalho estd dividido em duas partes. A primeira
parte visa a compreender quio apropriados podem ser os movimentos persistentes nao-
periddicos para a satisfagdo dos requisitos de desempenho. A segunda parte trata de analisar o
desempenho robusto do movimento periddico.

Assim, este trabalho de mestrado reservou seus primeiros esforcos a ampliacdo e
refinamento do ferramental de andlise: calculo de dimensdes do atrator; emprego da
transformada de wavelets na construgdo de diagramas de bifurcacio; andlise dos mecanismos
de bifurcagdo; e caracterizacdo do movimento ndo-periddico de maior relevancia, isto €,
aquele que emerge da bifurcagdo do movimento periodico.

Na segunda parte do trabalho, para uma instancia da classe de sistemas estudada
(sistema de controle de rolamento do VLS), propds-se caracterizar os erros de modelagem
com base em um enfoque tanto paramétrico quanto nao-paramétrico e, em seguida, analisar a
robustez da condi¢do de existéncia de ciclo-limite em fun¢do dos pardmetros do controlador.
A utilizagdo de ambos os enfoques tem por objetivo favorecer o uso de diferentes métodos de
analise. Erros de modelagem na dindmica dos atuadores sdo considerados, uma vez que
exercem grande influéncia no desempenho de controle. Uma avaliagdo do desempenho
robusto dos controladores obtidos também ¢ proposta. Por ser a condicdo de existéncia de
ciclo-limite apenas necessaria, os resultados necessitaram de verificacio por meio de

simulagao.
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1.3 Contribuicoes

A primeira contribui¢ao deste trabalho atinge o programa espacial brasileiro. Mostrou-se
que ¢ possivel obter desempenho 6timo, conforme se define no capitulo 2, na presenga de
incertezas de modelagem, tendo sido desenvolvidas e apontadas as principais ferramentas de
sintese para isso. Um menor erro de controle € um menor consumo de combustivel tornam-se
possiveis, o que poderd ter aplicagdes interessantes para o projeto. Igualmente, esses
resultados podem ser tuteis em outros sistemas de controle de atitude, permitindo um uso mais
eficiente dos atuadores. Com efeito, sistemas de controle a relé que alternem entre
subsistemas instaveis oferecem uma problematica que na pratica ¢ semelhante a tratada aqui.

A segunda contribuicdo atinge a teoria de sistemas chaveados. E apresentada uma
metodologia de analise/sintese de controladores robustos para ciclos-limite usando um
método exato. Até entdo, os trabalhos de maior projecdo na literatura adotaram todos a
aproximacao da func¢do descritiva [11-17]. Ha casos, porém, em que essa aproximagdo pode
levar a projetos muito conservadores ou mesmo comprometer uma analise de robustez
rigorosa. O projeto de controle empreendido aqui constitui um dos casos em que a
aproximacao da func¢do descritiva ocasiona dificuldades.

Por ultimo, este texto aprofunda a compreensdo de comportamentos dindmicos
complexos em sistemas hibridos (ver, por exemplo, [18-20]), em especial, sistemas afins por
partes com tempos de transicdo minimamente espacados. Mais que um ferramental para
validagdo da andlise de robustez, as ferramentas da teoria de dindmica ndo-linear empregadas
serdo uteis em futuros projetos de controladores robustos, uma vez que permitem
compreender as dindmicas ndo-periddicas que deverdo ser toleradas nos projetos mais

arrojados desses controladores.
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1.4 Material e métodos

Nesta pesquisa o trabalho tedrico ¢ amparado e validado por meio de simulacdes. Para
algumas dessas simulagdes, a ferramenta de software xPC Target (Matlab) foi utilizada para
gerar um ambiente de simulacdo rapida através da execucdo de um kernel de tempo real
compacto em um PC escravo.

Na primeira parte do trabalho, além do estudo de mapas de Poincaré, a transformada de
wavelets foi utilizada para o célculo de dimensdo multifractal do atrator e duas propostas para
calcular o espectro de Lyapunov em sistemas suaves por partes foram testadas, sendo de
interesse especial verificar a convergéncia do célculo dos expoentes de Lyapunov nesse tipo
de sistema. O procedimento bésico para andlise dos resultados foi: escolher um ponto no
espaco de pardmetros do controlador, simular o sistema, caracterizar e analisar a trajetoria no
espaco de estados.

Na segunda parte, o lugar de Tsypkin e o lugar de Hamel foram usados para a obtengao
de predi¢des exatas de ciclos-limite. A andlise de robustez fez-se sobre regides de incerteza

dessas curvas.

1.5 Organizacgao do texto

O capitulo 2 traz uma descri¢ao detalhada do sistema de controle de rolamento do VLS
brasileiro, discute questdes relativas ao seu desempenho e apresenta os procedimentos de
simulacao adotados.

O estudo do comportamento nao-periddico concentra-se nos capitulos 3, 4, 5 e 6. O
capitulo 3 emprega técnicas de calculo do espectro de Lyapunov para caracterizar o
comportamento dindmico do sistema em func¢dao dos parametros do controlador. O uso da
transformada de wavelets na andlise geométrica dos atratores ¢ discutido no capitulo 4. O
capitulo 5 dedica-se a compreensdao do movimento nao-periodico de maior importancia no

sistema. O capitulo 6 faz uma breve analise do cenario de coexisténcia de multiplos atratores.
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O conteudo desses quatro capitulos inspirou-se nas analises de bifurcagdes de Avanzini e
Matteis [3] e pode ser consultado alternativamente em Mesquita et al. [21].

O capitulo 7 introduz os métodos exatos de predicdo de ciclos-limite adotados. No
capitulo 8 estudam-se os possiveis erros de modelagem do sistema e estabelecem-se formas
de representa-los. No capitulo 9 os métodos exatos sdo usados para determinar regides de
comportamento robusto do ciclo-limite no espago de parametros do controlador. A validagao
desses resultados ¢ feita no capitulo 10.

O capitulo 11 sumariza as principais conclusdes e aponta novas dire¢des para o

aperfeicoamento e a continuagdo da pesquisa.
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2 O Sistema de Controle de Rolamento do VLS

O problema aqui discutido trata especificamente do controle de rolamento do veiculo
lancador de satélites brasileiro durante o segundo estdgio de langamento conforme [22].

Considere-se um corpo rigido como um satélite ou um veiculo langador, cuja atitude ¢ deve

ser controlada por um par de atuadores, como ilustrado na figura 2.1.

Figura 2.1 — Veiculo com um par de motores a propulsdo
Tal controle visa a manter reguladas posicao e velocidade angular de rolamento, as quais
sofrem influéncia de perturbagdes internas e externas. A importancia de limitar a velocidade
angular de rolamento estd em reduzir o acoplamento dos modos longitudinal e latero-
direcionais.
Os requisitos para o sistema controlado sao:
e Maxima taxa de desvio: 5°/s
e Maximo desvio: 6°

Nas secdes seguintes, detalhar-se-a o diagrama de blocos da figura 1.1.

2.1 Dinamica do veiculo

A segunda fase do lancamento se estende do instante ¢ = 63 [s] ao instante t =118 [s].
Nesse periodo ocorre variagdo da inércia do lancador. Contudo, por simplicidade, sera
considerado um momento de inércia longitudinal médio J =1500 [kgm®]. Serdo ainda

desprezados o amortecimento aerodinamico e o acoplamento com os modos latero-direcionais.
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Dessa forma, estabelece-se a seguinte funcao de transferéncia entre o angulo de rolamento e o
torque dos motores:

D(s) 1

= 2.1
E(s) Js? &

2.2 Logica de chaveamento e dinamica do atuador

O sistema de atuagdo consiste em quatro motores com funcionamento liga-desliga e com
fortes restricdes de acionamento, separados por um intervalo angular de 180°, acionados aos
pares de forma diferencial para que cada par atue com um momento num sentido, conforme
ilustra a figura 2.1. As caracteristicas desses atuadores sdo as seguintes:

e Empuxo maximo de cada motor: F =400+ 20 [N]
e Brago do binario: p=0.77 [m]
e Atraso de acionamento:
* até 10% do maximo empuxo (¢, ): 10 — 30 [ms]
= até 90% do maximo empuxo (#;): 20 — 50 [ms]
e Atraso de desligamento:
* até 90% do maximo empuxo (#,): 9 — 16 [ms]
* até 10% do maximo empuxo (#;): 15— 50 [ms]
e Restricdes de acionamento:
» duracdo minima de cada pulso: t/lig =100 [ms]
" repouso entre 2 acionamentos do mesmo par: tligm =50 [ms]
" repouso entre o acionamento de pares opostos: tligd =500 [ms]
As caracteristicas de acionamento e desligamento dos atuadores acima sdo ilustradas na

figura 2.2. Num primeiro momento, os atrasos dindmicos de acionamento e desligamento

serdo modelados pela funcgdo de transferéncia D(s), como em [10]:
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2
D(s)=—86'8 3 (2.2)
(s +86.8)
4 Empuxo
F |
09F 1
tC
<>
0.1F t
U |das o .. s !
)
tlig
ton

Figura 2.2 — Exemplo das curvas de acionamento e desligamento dos propulsores. #,, € o periodo em que estdo

ligados e Lo € o periodo em que estdo desligados.

2.3 Dinamicas do sensor e do controlador

Os sensores, giroscopio e girdometro, sdo considerados ideais. Para se atingirem os
requisitos de desempenho, utiliza-se realimentacdo tacométrica além da realimentagao

proporcional. Seguindo [7], a lei de realimentagéo foi fixada como — ¢ —dg/dt de forma que

se tera para o erro atuante:

Er(s) B
D(s)

A estrutura do controlador foi escolhida linear e de primeira ordem. Assim, o0s

~(1+5) (2.3)

parametros para analise sdo o zero e o polo da lei de controle:

S—Z

C(s) = (2.4)

S=P
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Neste texto serd considerado o dominio em que p €[—12,—-0.05] ¢ z€[-9.9,-0.1]. Essa

estrutura de controle foi adotada de modo a manter unidade com trabalhos anteriores [7-10].
Uma visdao completa do diagrama de blocos do sistema controlado ¢ apresentada na figura 2.3,

onde o bloco ‘Chave com restricdes’ pode ser visto como um relé sem zona morta ¢ com

saidas {F p,—Fp, 0} obedecendo as restri¢des de chaveamento da se¢do anterior.

v
BN
v

Chave com )
C(s) restricdes D(s) > //'s

\ 4

Figura 2.3 — Diagrama de blocos do sistema controlado
Uma estrutura de controle mais interessante na pratica seria aquela cuja lei de
realimentagdo ¢ da forma zg—dg¢/dt e cuja lei de controle C(s) ndo possui zero. Assim, o
polo de C(s) poderia ser escolhido de modo que o controlador também atue como filtro para

o ruido dos sensores. Os métodos utilizados neste texto podem ser adaptados para tratar essa

outra planta sem grandes dificuldades.

2.4 Formulacao do problema no espaco de estados

O sistema em questao pode ser completamente descrito por sete estados: cinco continuos,
um discreto e outro continuo por partes. No entanto, o0 numero de estados podera variar nos

capitulos seguintes de acordo com a ordem da fungdo de transferéncia D(s), que modela a

dindmica dos atuadores.

As equagdes (2.5) e (2.6) correspondem a dinamica do veiculo, sendo ¢(¢) o angulo de
rolamento e () a velocidade de rolamento. As equagodes (2.7) e (2.8) correspondem a
dindmica de atraso do atuador, que tem por saida e;(¢) e apresenta a funcdo de transferéncia

dada em (2.2). O atraso 7 em (2.8) serd considerado nulo nos capitulos de 3 a 6. Devido a
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loégica de chaveamento do atuador, aparecem m(¢) e ¢, (¢). O estado discreto m(¢) considera

qual par de propulsores esta ativo e, no caso de propulsores desligados, qual esteve ativo

anteriormente. A varidvel de estado 7, () mede o tempo desde o Ultimo chaveamento. Assim,

t,(t) apresentara saltos sempre que houver transicdes em m(t) . Os sinais sobrescritos + € —

denotam, respectivamente, limite a direita e limite a esquerda. A variavel de controle u(¢) ¢ a

saida do controlador e também a entrada do atuador. A varidvel auxiliar M (¢) indica qual o

sinal do torque produzido pelos atuadores.

#(t) = 0(t)
ot) = e (t))J
e (t)=ey (1)

2
0 :_e;(zt) _26(9)

+FfM(z—r)
a o

i(t) = zg(1) + (z = DO(t) — ¢, (1) /J + pu(t)
i.(t)= 1, parat:m(t")=m(t")
t.(t)=0, parat:m(t") = m(t")

I, se(u>0,¢t, 2tligdem=4)
ou(u>0,t, >tligmem=2)

b X —

2, seu<0,t >tlige m=1

2 X —

m(tT)=13, se(u<0,t, >tligd e m=2)

>¥X —

ou(u<0,t,. >tligmem=4)

> 'X —

4, seu>0,t. 2tligem=3

m(t"), caso contrario

0, sem=2o0u4d
M(()=<1, se m=1

-1, se m=3

onde o =1/86.8=11.5-10" [s].

(2.5)
(2.6)
2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)
(2.11)

(2.12)

(2.13)

Note-se que a ocorréncia de um termo de atraso puro M (¢—7) ndo implica que o

sistema tenha dimensao infinita, pois M (¢) € um sinal constante por partes. Assim, desde que

T <tligm , as varidveis m(t) e t,.(t) permitem conhecer M (¢ —7). Portanto, o sistema possui
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dimensdo finita € o conjunto de variaveis de estado acima bastard para descrever
completamente o comportamento do sistema. Ademais, mesmo que se tenha 7 > t/igm, um
conjunto finito de varidveis de estado bastaria para descrever o historico de chaveamentos,
uma vez que se tem 7 limitado.

Ao longo do texto, a seguinte representagdo afim por partes sera adotada:

i=f(x)=Ax+B,

2.14
h=H, (x)-x+b,(x) @19)
onde
7 Jo 1 0 0 0] 0
0 0 0 0 0 0
ald| |0 0 0 00| 0 o1s)
X = = = F N
el 0 0 -a?2 22" 0 0 " T’;Mm
u z z-1 -1 0 p 0 “ 0
L b 0 0 0 0 0 0] :

e onde M,, = M (¢) no intervalo de m(t) constante; & =0 define o instante de chaveamento;

H, (x) e b, (x) sdo definidos conforme as leis de chaveamento de (2.12), podendo assumir,
respectivamente, valores nos conjuntos {[O 0001 O0L000O0TO0 1]} e
{0,~tlig,~tligm,~tligd } .

A figura 2.4 ilustra como ocorrem as transi¢des de estado nesse sistema. Nela aparecem
transi¢cdes por u =0 e pelas restricdes de minimo tempo, havendo acionamentos sucessivos
em um mesmo sentido e em sentidos opostos.

Esse sistema pode ser apresentado de maneira simples como um autdmato hibrido [23]
em que se alternam sistemas afins e em que ha uma exigéncia de minimo tempo de
permanéncia em cada estado, como mostra a figura 2.5. Nessa figura, 7, =tlig—7 ,

tp =tligm—7 e t, =tligd — 7. Fica claro aqui que o problema de controle esta em projetar

uma variavel de controle u .
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0.02 T T T T
=
-0.02 1 1 1 | 1
18.6 19 19.4 19.8 20.2 206
0.5 T T \ 1
w,
=
011 =
0 1 1 1 1
18.6 19 19.4 19.8 20.2 206
T T T T T
A — L
1 1 1 ! 1
18.6 19 19.4 19.8 20.2 206
—, 03 T T T T T
o™
0
e
=
* 03 | | | |
18.6 19 19.4 19.8 20.2 206
t[s]

Figura 2.4 — Exemplo de formas de onda no sistema descrito

(u<0)e(ty >1,)

Figura 2.5 — Automato para um sistema de controle de atitude. 7,7, e, sdo constantes.
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Uma introdugao a sistemas hibridos pode ser encontrada em [23-24]. Na ultima década,
a teoria de controle de sistemas chaveados experimentou um grande crescimento [25].
Contudo, os maiores esfor¢os de pesquisa sdo destinados ao estudo da estabilidade de pontos
de equilibrio, sendo o progresso no caso de ciclos-limite consideravelmente menor. Em [26],
sdo apresentadas, numa formulacdo de espago de estados, condigdes necessarias para a
existéncia e estabilidade de ciclos-limite para sistemas afins por partes. O estudo de ciclos-
limite com comportamento global ¢ realizado em [27]. O estudo de sistemas de controle a relé
¢ amplamente discutido em [28] na perspectiva do dominio da freqiiéncia. Essa referéncia

sera de grande importancia na analise de robustez proposta neste texto.

2.5 Desempenho do sistema de controle

O comportamento tipico de sistemas dinamicos com relés € o ciclo-limite, o que se
relaciona com o fato de esse tipo de dispositivo atuar com precisdo e velocidade limitadas.

Considere-se, por exemplo, o sistema X=cM(t), onde c=Fp/J e M(t) assume
valores em {—1,0,1} e obedece as restricdes temporais de chaveamento descritas na se¢do 2.2.

Definindo v = x, conclui-se que, em cada trecho de aceleracao constante, o sistema seguira a
trajetoria

2

(t)—CMt + Vot +
M) =75Vl Yo (2.16)

v(t) = cMt + v

De forma que se configuram as isoclinas: 2¢M (x —x, ) = v2 —vZ, as quais sugerem uma

estratégia de chaveamento que pode levar ao ponto de equilibrio na origem: fazer

2
M = —sgn(v) quando a trajetoria tocar a isdclina que passa pela origem: I": —V—,v .
2c sgn(v)

Para isso, seria necessario que os atuadores estivessem desligados a pelo menos um tempo

tligd , o que 1implica a necessidade de se ter M =0 sobre a curva
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2

!

———  —vtligd,v |. Assim, é possivel constatar que essa estratégia de chaveamento
2csgn(v)

gera uma trajetoria que atinge a origem do espaco de estados. Se, apds tocar I', a trajetoria

leva um tempo maior que t/ig para chegar a origem, sera possivel parar ai. Contudo, uma vez

na origem, os atuadores necessitam de um periodo de repouso até que sejam capazes de reagir
a qualquer perturbagdo exdgena. Por isso, nenhuma trajetoria permanecera no ponto de
equilibrio. Ainda, passado esse periodo de repouso, ¢ possivel obter-se um efeito oposto ao
desejado se os atuadores forem ligados de imediato, uma vez que a duragdo do pulso, que €
limitada inferiormente, pode ser excessiva e levar a uma ultrapassagem do ponto objetivado.
Enfim, esse exemplo ilustra a impossibilidade de se satisfazer um requisito de estabilizacao e
mostra por que a especificagdo de um movimento de ciclo-limite com amplitude limitada ¢ a
escolha mais simples.

Considere-se ainda esse exemplo simplificado. Suponha-se um movimento de ciclo-
limite unimodal, isto ¢, aquele em que os modos m se sucedem numa seqii€ncia periddica e

sdo visitados uma unica vez por periodo: {1,2,3,4,1, .. } Suponha-se também que os tempos de
permanéncia ¢,, em cada modo sejam simétricos, isto é, t, =t3 e t, =t4. E seja (x,,,v,,) 0
estado inicial no modo m . Entdo, aplicando-se (2.16) sucessivamente pelos intervalos de
tempo acima e considerando um ciclo-limite simétrico, obtém-se:

ctity

4

Ctl
—VI =Vy) =V3 =—Vy :7

(2.17)

Isso permite calcular as amplitudes pico-a-pico:

Ax:ﬂ tz +t—1
2 2 (2.18)

Av =cty
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Portanto, como era de se esperar, a amplitude ¢ minimizada quando #; e #, sdo minimos,
ou seja, t; =tlige t, =tligd . Nessa situacdo tem-se a maxima freqiiéncia de chaveamento

permitida:

. 1
T2 (tlig + tligd)

Além disso, como o controlador € linear e ndo se utiliza zona morta no atuador, a

(2.19)

entrada do atuador nunca mantera valor nulo. Por isso, ¢, = tligd valera sempre.
Se a taxa de consumo de combustivel quando os propulsores estdo ligados ¢ F,, entdo

um ciclo-limite de periodo 7' tera um consumo médio

T-2t, T —2tligd
=1
T T
Portanto, também o minimo consumo ocorre quando a taxa de chaveamento ¢ maxima

P=PF

(2.20)

] P,
min P = F, tlig =0

— = (2.21)
T tlig +tligd 6

Embora o exemplo apresentado nesta secdo seja uma simplificacao do problema original,
conclusdes semelhantes podem ser formuladas para este. Mostrar-se-a que também a minima
amplitude e o minimo esfor¢co de controle ocorrem para a situacdo de chaveamento mais
rapido, o que ¢ natural tendo em vista a discussdo sobre a deficiéncia do relé quanto a
velocidade de atuagdo. Contudo, se uma outra estratégia de chaveamento (ndo-linear) fosse

adotada, 7, ndo seria fixo e o consumo de combustivel seria minimo para o maior valor de ¢,
e o menor valor de #. Em contrapartida, aumentado #,, a amplitude j4 ndo seria minima.

Assim, controladores ndo-lineares podem oferecer uma maior liberdade de projeto e um
melhor desempenho num projeto que enfatize o consumo de combustivel. Entretanto, nao
estdo no escopo deste trabalho, dado que tornariam a andlise de robustez ainda mais complexa.

Neste trabalho, assume-se que um desempenho ideal para o sistema sujeito a incertezas
deve ser aquele para o qual o Uinico comportamento ¢ o ciclo-limite unimodal, ou seja, um

controlador ideal deve assegurar a inexisténcia de bifurcagcdes. Para que isso ocorra, ¢
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necessario que a freqiiéncia de oscilagdo demandada pelo controlador ndo seja maior que

fax - Adicionalmente, o desempenho ideal deve minimizar a amplitude de oscilagdo, o que

ocorre quando a freqiiéncia do ciclo-limite ¢ maxima. Assim, define-se o desempenho 6timo

na presen¢a de incertezas como sendo aquele em que ha um ciclo-limite com freqiiéncia de

oscilacdo no menor intervalo [f, f, ] possivel. Note-se que essa defini¢do de desempenho

ax
o0timo se mostrard muito conveniente do ponto de vista de sintese, mas ndo equivale
necessariamente a uma situagdo de menor amplitude possivel, uma vez que pode haver

controladores que impliquem intervalos de freqiiéncia contidos no intervalo acima.

2.6 Simulacdo numérica

De inicio, o sistema de controle foi simulado utilizando-se a ferramenta de software xPC
Target do Matlab. Munindo-se de dois PCs, essa ferramenta permite implementar uma
configura¢do de hardware mestre-escravo capaz de realizar simulagdes com alta velocidade,
oferecendo a baixos custos funcionalidades similares as de uma placa de DSP de alto
desempenho. Portanto, com essa ferramenta ¢ possivel realizar simulagdes a baixo custo num
tempo significativamente menor do que aquele de simulagdes em ambiente Windows.
Adicionalmente, o fato de os modelos serem programados em ambiente Simulink oferece
grande flexibilidade quanto a mudancgas estruturais do sistema. Detalhes da implementagao
dessa ferramenta de simula¢do podem ser obtidos em [10].

Uma desvantagem desse método ¢ o fato ndo se poder intervir no processo até que a
simulagdo esteja concluida, o que impede uma analise de resultados concomitante a simulagao.
Contudo, o maior problema desse método ¢ outro: por esse procedimento demandar
integracdo a passo fixo, impde-se uma desvantajosa oposi¢do entre tempo de simulagdo e
precisdo da integragdo num sistema cujo fluxo ¢ descontinuo. Assim, a imprecisdo na
determinagdo dos pontos de chaveamento torna-se uma fonte de ruido de integragdo que

obscurece a observagao de dinamicas tais como a cadtica. Para minorar a agao desse ruido, o
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passo de integracdo deve ser reduzido a valores tais que um outro procedimento de simulagao
faz-se mais interessante. Esse novo procedimento ¢ baseado na solu¢do exata da equagdo
diferencial entre os chaveamentos e no uso de métodos de busca para encontrar os instantes
em que 0S mesmos ocorrem.

A solugdo exata entre dois instantes de chaveamento ¢ expressa por

t—7

*rgymyt—7) = )y 4 j 7B do (2.22)
0

para t > 7, sendo x, o estado em que M (¢f—7) sofreu transicao.

t
Calculando-se e’ ¢ J- eAGBmdo- analiticamente, ¢ possivel usar a solugdo acima para
0

construir o seguinte algoritmo de simulagao:

0. Defina o estado inicial x;, m, o tempo de simulacdo 7final e a precisdo ¢ e faga t < 0
en<«0
1. n<n+l,/l<m
2. Sem=1,
calculex’ = x(x,,,m,tlig —7) e faca t <t +tlig—7.
Se u'<0, faga x, | < x', m <« 2 evapara 6.
Caso contrario, encontre
At = min{At >0: |u(x',m,At)| < 5} )
Faca t «—t+ At, x,. < x(x',m,At), m <2 e va para 6.
3. Sem=3,
calculex’ = x(x,,,m,tlig —7) e faca t <t +tlig—7.
Se u' >0, faga x,| < x', m <« 4 e vapara 6.
Caso contrario, encontre
At = min{At >0: |u(x',m,At)| < g} )
Faga t < t+At, x,,; < x(x',m,At), m < 4 e va para 6.
4. Se m=2,
calcule x’ = x(x,,,m,tligm—7) e faga t <t +tligm—r .
Se u'>0, faga x,,; < x", m <« 1 e vapara 6.
Caso contrario, busque
At = min{O < At < tligm —tligd : |u(x',m,At)| < g}
Se At existe,
faca t <t +At, x,,, < x(x',m,At), m <1 e va para 6.
Caso contrario, faga t <t +tligd —tligm, x,,| < x(x',m,tligd —tligm), m <3 e

va para 6.
5. Se m=4,
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calculex’ = x(x,,,m,tligm —7) e faca t <t +tligm—r .
Se u'<0, faga x,.; < x', m <« 3 evapara6.
Caso contrario, busque
At = min{O < At < tligm —tligd : |u(x’,m,At)| < 8}
Se At existe,
faca t «—t+At, x,, < x(x",m,At), m <3 e va para 6.
Caso contrario, faga ¢ <t +tligd —tligm, x,., < x(x',m,tligd —tligm), m<«1 e
va para 6.
6. Faca x, . < x(x,,1,0,7).
7. Se t < Tfinal , va para 1.
8. Fim.

Diversos procedimentos de busca podem ser usados para encontrar Az. Neste trabalho,
optou-se por aplicar (2.22) sucessivamente usando passo fixo até que se identifique um

intervalo de mudanga de sinal de u(¢). Entdo, utiliza-se sucessivamente a aproximac¢ao do
método de Newton com H,,(x)=[0 0 0 0 1 0]:

H,(x  H,(x

At = — =
H, (x)[Ax + Bm] H,, (x)Ax

(2.23)

No caso de ndo-convergéncia dentro de um determinado numero de iteracdes ou de
convergéncia fora do intervalo, utiliza-se 0 método da se¢do aurea no mesmo intervalo. Nao

sendo encontrado um subintervalo em que u(¢) mude de sinal, conclui-se que nao ha

chaveamento no intervalo de busca. Note-se que para o caso de m =1 ¢ m =3, assegura-se

que At existe sempre, uma vez que o residuo de U(s)/ M (s) correspondente ao termo 1/ s ¢
sempre negativo desde que o sistema seja de fase minima e que nao haja pélos no semi-plano
real positivo. Um aspecto simplificador ¢ o fato de a solugdo x(x,,m,¢) ser uma fungdo afim
com respeito a x, cujos coeficientes ndo precisam ser recalculados sempre, dado que muitas
vezes ¢ utilizado um mesmo deslocamento no tempo: tlig — 7, tligm—7, tligd —tligm .

No procedimento de busca do subintervalo de tempo em que se d4 o chaveamento,
adotou-se um passo fixo de 10 [ms]. Essa solucdo estard sujeita a erros em situacdes de

tangéncia entre o fluxo e a superficie de chaveamento e, por isso, a incerteza na determinagao
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de bifurcagdes deve ser avaliada. Um estudo comparativo desse algoritmo, usando diferentes
passos e parametros de controle nas vizinhangas de pontos de bifurcagdo, permitiu constatar
que a incerteza na determinagio dos pontos de bifurcagio ¢ inferior a 0.01 [s']em z eem p.

O algoritmo apresentado ¢ capaz de determinar os instantes de chaveamento com uma
precisdo & . Assim, quanto menor se desejar ¢, mais se acentuara a diferenca entre os tempos
de execucado desse algoritmo e da integragdo usando hardware computacional mestre escravo.
A simulacdo que usa a solucdo exata tem um numero de iteragdes que cresce, no pior caso,
numa propor¢do de —loge; ao passo que a integragdo a passo fixo tem um numero de

iteragdes que cresce numa propor¢ao de 1/&. As simulagdes apresentadas neste trabalho

adotaram & =10 [us].

T T T T
0.01 - B
=)
]
= gl i
z
-0.01 .
‘ | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
T T T T
0.01 - B
T
D]
= gl i
=4
-0.01
| | | | |
0 20 40 60 80 100 120

t[s]

Figura 2.6 — Amostras de movimento quase-periddico obtidas por simulacdo com & =2 [ms] (superior) e

& =10 [ps] (inferior) para p =-5.5, z =-3.9
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Pela figura 2.6 ¢ possivel comparar as formas de onda para o movimento quase-
periddico obtidas usando diferentes precisoes na simulagdo. Nota-se que o movimento quase-
periddico ¢ constituido da superposicdo de um movimento de alta freqiiéncia e de outro de
baixa freqiiéncia. No caso em que hd maior imprecisdo observa-se uma forma de onda de
baixa freqiiéncia muito irregular e com uma banda de passagem maior que a do caso de maior
precisdo. Ressalta-se, porém, que a precisdo & ndo afeta a amplitude total do movimento, o
que ficard claro nos capitulos subseqiientes. Na figura 2.7 mostra-se um exemplo de

simulagdo para movimento cadtico que possui o maior expoente de Lyapunov igual a 0.02.

T T T T
0.0151 f
0.005
% N
g
=4
-0.005 f
| | | | |
0 20 40 60 80 100 120

t[s]

Figura 2.7 — Amostra de movimento cadtico obtida por simulagdo com ¢ =10 [us] para p =-5.5, z =-1.9

Conhecendo os estados de chaveamento, obter os estados intermediarios pode ser feito
facilmente utilizando-se a equagdo (2.22). Contudo, para a maior parte das aplicagdes nesta

pesquisa, o conhecimento dos estados de chaveamento serd suficiente. Outra vantagem desse
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procedimento de simulagdo € a possibilidade da simultanea andlise de dados, o que se mostrou
util no estabelecimento de um critério de parada para o calculo dos expoentes de Lyapunov. O

maior inconveniente da abordagem de simulagdo aqui apresentada ¢ a sua pequena

flexibilidade a variagdes estruturais na planta, uma vez que estas demandariam recalcular el

t
e J. eAUBmdo-. E certo que estas fungdes podem ser avaliadas numericamente, mas entio
0

seria introduzida uma nova fonte de erro na determinacao dos instantes de chaveamento.
Nesta pesquisa, o procedimento de simulacdo usando o xPC Target foi adotado apenas
nas simulagdes do capitulo 4. Nos demais capitulos fez-se uso do algoritmo melhorado

apresentado acima.



37

3 [Espectro de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sdo grandezas que caracterizam um comportamento
dinamico qualitativa e quantitativamente, estando diretamente relacionados com a taxa
exponencial média de convergéncia ou divergéncia de trajetdrias vizinhas no espago de fase.
O espectro constituido pelo conjunto desses expoentes ¢ ferramenta tradicional para analise de
sistemas nao-lineares [29]. No caso linear, eles equivalem a parte real dos autovalores do
sistema. Em especial, sdo eficientes indicadores de comportamento cadtico e da ocorréncia de
bifurcagoes.

Os expoentes de Lyapunov podem ser em geral calculados a partir de modelos. Quando
ndo se dispde de modelos confiaveis, em alguns casos ainda € possivel estimar o maior
expoente com boa precisdo a partir de séries temporais [29].

O espectro de Lyapunov esta bem definido para sistemas dindmicos suaves e ergddigos.
Mas o estudo dessas grandezas, sobretudo quanto a convergéncia de seu calculo, ¢ incipiente
no caso de sistemas com fluxos ndo-suaves como sistemas hibridos. Assim, a sua existéncia
para o tipo de sistema estudado ¢ por si s6 uma matéria de interesse. Neste capitulo serdo
apresentados os dois principais métodos constantes na literatura e um deles serd usado para
gerar diagramas de bifurcag@o do sistema em estudo. Um outro texto também dedicado a esse
problema expde o uso de sincroniza¢do cadtica para estimar o maior expoente de Lyapunov
em sistemas ndo-suaves [30]. Abaixo, apresenta-se uma definicdo desses expoentes no caso

de sistemas dindmicos continuos.

3.1 Definicéo

Considere a acdo de um fluxo diferencial continuo sobre uma esfera de condigdes

iniciais n-dimensional e de comprimento infinitesimal. Denotando por d;(¢) os comprimentos
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dos eixos principais do elipsoide resultante. Definem-se em ordem decrescente os expoentes

de Lyapunov do correspondente sistema dindmico:

.1 d(t
A= hm—lnﬁ (3.1)

t»ot  d;(0)
Assim, a trajetoria por cada ponto do espago de estados pode ser perturbada em n
diregdes principais, a cada uma dessas diregdes esta associado um expoente. Portanto, o
espectro de Lyapunov ¢ funcdo da condi¢do inicial, ou melhor, ¢ uma caracteristica do atrator

a cuja bacia pertence aquela condicdo inicial. Na figura 3.1 ilustra-se a acdo de um campo
bidimensional f sobre uma “esfera” de didmetro inicial d,,. Intuitivamente, tem-se que os
expoentes de Lyapunov medem a taxa exponencial em que trajetorias originadas de condi¢des
iniciais vizinhas divergem. Ressalta-se que a taxa de crescimento do “volume” do elipsoide
estd diretamente associada a soma dos expoentes. Por isso, sistemas dissipativos devem
apresentar essa soma negativa, do contrario, o volume cresceria indefinidamente. A figura
ilustra mais uma caracteristica importante do espectro de Lyapunov: a dominancia do maior

expoente. Dado que o conjunto ortogonal ao eixo de comprimento d; possui area nula, quase

toda perturbacdo seguird esse eixo, crescendo com taxa praticamente igual a A4;, que domina

A .

L

Figura 3.1 — Volume esférico sob a agdo de um fluxo diferencial
Como atratores cadticos sdo caracterizados pela alta sensibilidade a condig@o inicial e
por uma previsibilidade limitada, eles devem apresentar a0 menos um expoente positivo. No

caso de movimentos persistentes, prova-se que deve haver ao menos um expoente nulo [31], o
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qual deve estar associado com a direcdo tangente ao fluxo. Em contrapartida, pontos de
equilibrio devem possuir todos os expoentes negativos. Num sistema dissipativo
tridimensional, os espectros com os seguintes sinais sdo possiveis: (+, 0 , - ) para um atrator
caotico; (0, - , - ) para um ciclo limite; (0, 0 , - ) para um movimento quase-periddico sobre
um atrator toroidal; (-, - , - ) para um ponto fixo. Portanto, os sinais dos expoentes fornecem
conhecimento qualitativo acerca da dinamica analisada enquanto os seus valores fornecem
conhecimento quantitativo sobre a previsibilidade de trajetérias ou sobre a duracdo de

transitorios.

3.2 Dimensao de Lyapunov

Com base no espectro de Lyapunov, pode-se estimar a dimensao do conjunto que resulta
da acdo do fluxo diferencial sobre um volume esférico. H4 diferentes defini¢des de dimensao
[32] tais como dimensdo de capacidade, dimensdo de Hausdorff, dimensdo de informagao e
dimensdo de correlagdo. Em geral, a diferenca entre elas ¢ pequena. Em Frederickson et al.
[33] € proposta a conjectura de que a abaixo definida dimensdo de Lyapunov seria igual a
dimensdo de informacao de um atrator. Tal conjectura foi parcialmente verificada em [34].

Defina-se

|4
u(v) = Z A (3.2)
i=1
para v inteiro positivo, € sua extensao por interpolacao linear
k
,11(6)=Z/1i+(0'—k)/1k+1, sck<o<k+l, ceR (3.3)
i=1
e defina-se ainda p(o)=-x,se o >n, onde n ¢ a dimensdo do sistema. Assim, tem-se que
1(0)=0, que o maximo de u(o) corresponde a soma dos expoentes positivos € que (o) se

torna negativa para o suficientemente grande. Pode-se interpretar x(v) como sendo a taxa

de crescimento de um volume infinitesimal de dimensdo v, que se estende ao longo das
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diregdes principais dos primeiros v expoentes. Quando x#(v)>0 e u(v+1)<0, existira um
conjunto de pontos com dimensdo v +1 com tendéncia de contragdo e um subconjunto do

mesmo com dimensao v e tendéncia de expansdo. Por isso, € natural esperar que a dimensao

do atrator esteja entre v ¢ v +1. A dimensdo de Lyapunov de um atrator é entdo definida

D; =max {0' cu(o) = 0} (3.4)

Considerando u(v)>0 e u(v+1)<0, tem-se

v
D, =v+4¥) (3.5)
|/1v+1|
A figura 3.2 ilustra como se da a determinacao da dimensdo de Lyapunov. Observa-se
ainda que, segundo a defini¢ao acima, apenas atratores cadticos podem apresentar dimensdes

de Lyapunov nao-inteiras. Contudo, para outras defini¢des de dimensdo, atratores nao-

caoticos com dimensao fracionaria também sdo conhecidos [35].

v

./U-I_\U
S

K—» N -

Figura 3.2 — Determinacao da dimensdo de Lyapunov
3.3 Calculo pelo método de Muller
O procedimento proposto por Miiller [36] representa uma das recentes tentativas de
calcular o espectro de Lyapunov a partir de modelos de sistemas suaves por partes. Esse
método relaciona a divergéncia de trajetorias infinitesimalmente proximas antes e depois de

atravessarem uma superficie de chaveamento 4(x) =0, conforme mostra a figura 3.3. Nesta

sec¢do notar-se-a simplificadamente H,, (x) = H(x).
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Inicialmente, as trajetorias divergem segundo a a¢do de um campo vetorial /. No
instante 7, , a trajetoria nominal x(¢) cruza a superficie de chaveamento, o qual ocorre com

um atraso 7 . O estado imediatamente anterior ao chaveamento ¢ mapeado no estado

imediatamente posterior pela fun¢do de transicao:

x"=g(x7) (3.6)

VAR ANEY M)

/)

St

v

i
|
| O
|
|

l’k tk:Ek+T

Figura 3.3 — Divergéncia de trajetérias infinitesimalmente proximas apds o cruzamento da superficie de

chaveamento /(x) =0
A partir do chaveamento da trajetoria nominal, as trajetdrias divergem sob a acdo de um

campo f~ — f ' até que a trajetoria perturbada X(¢) também sofra o a¢do do chaveamento no

instante ¢, +5¢, . Entdo ambas passam a seguir o campo f . Considerando variagdes

infinitesimais, as distdncias entre as trajetorias imediatamente antes e depois do k-ésimo

chaveamento sdo dadas por:
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5)(]:— = f-‘r(l‘k +5tk) _X(tk +5tk)
= g(0xg +3xg + /()31 ~[8(50)+ /(506 ] 3.7)
= Dg(x;)5x¢ +[Dg () /= () — /(616
onde Dg indica o jacobiano de g.

O intervalo de tempo entre os chaveamentos das duas trajetorias pode ser obtido pela

aproximagdo de primeira ordem considerando o vetor H(X,) normal a superficie de

chaveamento /(x)=0:
h(Xy + X + [ (5)0t) = H(X )OX + [ (%4)0t;) =0
H(5%,)0%, 3.8)
H(x) /™ (%)

Por substitui¢cdo em (3.7), sabendo-se que ox;, = eAréfck , tem-se

:>5tk:_

H(%)
H(xp)f (X)

Portanto, pode-se calcular uma matriz de transi¢do L, que rege a evolugdo das pequenas

Sx{ =| Dg(xi)e™ + [/ (x;)—Dg(xi) /= (x¢)] 5%, = Li6%, (3.9)

variagdes quando ha um chaveamento.
Entre os instantes de chaveamento as pequenas variacdes sdo dadas pela equacdo

variacional:

{x:f@) (3.10)

ox =Df (x)ox

onde Df denota o jacobiano do campo f . Assim, para calcular os expoentes de Lyapunov,

basta integrar o par de equagdes acima entre os instantes de chaveamento e aplicar a matriz de
transicao a cada chaveamento. Contudo, como o sistema estudado € afim por partes, o calculo
de variagdes sera ainda simplificado:

Xx=Ax+B,
0X =A0x = O0x = eAzc?xo

Dessa forma, combinando (3.9) e (3.11) , pode-se definir uma nova matriz de transi¢ao

3.11)

T; tal que
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Sxi =T, 6x7_y = L) syt (3.12)

Procede-se em seguida ao célculo de L, para o sistema em estudo. Para isso, define-se a

fungdo de transi¢do g(x), que leva em conta os saltos em ¢, a cada chaveamento:

]5><5 05><1
x) = x=Gx 3.13
g(x) {les 0 ( )

onde /5,5 denota a matriz identidade de ordem 5. Logo, substituindo (3.11) € (3.13) em (3.9),

H (%)
H(%)[A% + B"]

L, =Ge™ +[AGx,; +B* - G(Ax; +B_)J

(B+ —GB_)H()Ek) 319

= Ge' +
H(x;)[Ax;, + B+]

ondeseescreve B" =B ., eB =B ..
m(ty) m(t; )

No caso de o chaveamento ocorrer devido ao anulamento da variavel de controle u(z),

tem-se H(fck)=[0 0 0 01 O]e

_ 0 -
0
| 0
Ar -
L, =Ge +m %(M(t,j)—M(t;)) H(xy) (3.15)
a“J
0

Neste ponto, ¢ interessante reparar no que se passa com as perturbagdes em ¢,.. A linha

nula na matriz 4 (equagdo (2.15)) indica que essa perturbagdo permanecerd constante entre

os instantes de chaveamento e a linha nula em G mostra que essa perturbacdo saltara para
—o0t;, apoés o chaveamento. Além disso, a coluna nula em Ge™ mostra que dela nao

dependem as perturbacdes nos outros estados. Essa andlise sugere que seria possivel omitir a

variavel ¢, do célculo dos expoentes de Lyapunov. Contudo, esse procedimento tornaria o

calculo incorreto, como mostram os paragrafos seguintes.
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No caso de o chaveamento ocorrer devido a restricdio de tempo, tem-se
H()Ek):[O 0 00O l]e

0
0
0
At
O 2 - map)
0
1

H(X) (3.16)

Dessa forma, tem-se que a perturbacdo em ¢, permanece constante até que haja um
chaveamento por anulamento de u(¢) e que essa mesma perturbacdo ¢ que define ¢, cada

vez que o chaveamento decorre de uma restrigdo temporal. Por isso, ela ndo pode ser
desconsiderada.
Enfim, pode-se escrever

k
Sx(t,) = H T.0x(ty) = S, x(ty) (3.17)
i=1

o que permitird calcular os expoentes de Lyapunov nas dire¢des v;:

3 = tim L 150
' koo t ”Vl”

(3.18)

3.4 Renormalizagdo

A seqiiéncia de multiplicagdes que envolve o célculo S, ¢ uma fonte de erro numérico

que prejudica a precisdo dos expoentes, principalmente a daqueles préximos a zero. Por isso,
o calculo eficiente desses expoentes necessita de algum procedimento de renormalizagao.
Adotou-se o algoritmo baseado em decomposicdo QR [37] proposto por Eckmann e Ruelle

[29]. Tal algoritmo realiza a decomposi¢do das matrizes 7, no produto das matrizes

ortogonais J; por matrizes triangulares superiores R; :
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=1,
O = I (3.19)
LO; =0k
Substituindo (3.19) em (3.18) e usando a ortogonalidade de Q;:
1/2
(ViT SkT Skvi)
A; = lim —In
k—o f) ”Vi ”
T T T AT T 172
] (Vi Si—19k Ric Ope1 Q1 R O Sk—lvz')
= lim —In (3.20)

k—o 1} ||Vi ”

L (TR RER Ry )
= lim —In
k— ) Vil

Entdo, considerando a prova do teorema de Osedelec dada por Johnson et al. [38], pode-
se mostrar que para sistemas dindmicos inversiveis, feita uma escolha qualquer de Q;, a

seguinte igualdade verifica-se com probabilidade 1:

1 k
A = lim — 1n‘R%)‘ (3.21)
Dado que ha casos para os quais a resposta transitoria do sistema estudado pode ser
excessivamente longa, fez-se necessario definir um critério de parada que garantisse a
precisdo dos expoentes. O critério aqui introduzido impde um limite superior a diferenca entre

A, dado por (3.21) e 4; dado pela aproximagdo de minimos quadrados:

k
Ztv In R"(n‘)‘
v=l

k

T (3.22)

1

Assim, ‘/1} —xlj‘ ¢ uma medida de quanto a evolugdo das variagdes tem um

comportamento exponencial. Quanto menor ela for, também menor serd o coeficiente linear

k
da melhor reta que relaciona Zln R; jj)‘ e t,. Quanto menor esse coeficiente, melhor sera a

i=1

aproximacao de (3.21).
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3.5 Célculo pelo método da funcéo implicita

Outro procedimento para o céalculo dos expoentes de Lyapunov em sistemas com
descontinuidades foi proposto por Souza e Caldas [39]. Embora no restante do capitulo se
tenha optado pelo método de Miiller, 0 método de Souza e Caldas ¢ apresentado porque
permite uma visdo intuitiva do calculo dos expoentes. Esse método se baseia na linearizacao
de mapas de Poincaré. Por isso, guarda certa relacdo com os critérios de estabilidade de
ciclos-limite derivados em [26].

Nesta se¢do, a componente 7, do vetor de estados x serd suprimida, uma vez que ¢é

mais conveniente tratar diferencas do tempo absoluto. Assim, considere-se que as matrizes 4

e B, contemplam apenas os 5 primeiros estados. Além disso, apenas se utilizard o vetor
normal H = [0 0 0 0 1] relativo ao chaveamento por u# = 0. Também, por simplicidade,

optou-se por fazer 7 =0. A generalizacao do resultado para 7 > 0 nao oferece dificuldades.

Tal método € aplicavel quando se pode expressar (xk,tk) como fung¢do implicita de

(x¢_1.%_y ) - Entdo ¢ possivel calcular

axk axk
0 ot
e e (3.23)
or, ot
Oxpy Oty

e o mesmo procedimento das se¢des anteriores pode ser utilizado para calcular os expoentes
de Lyapunov.
Para deduzir 7 , considere-se a equagdo
t
At —t, ko A(t—
X, =e (1 "“)xk_l +J‘ ek G)Bmda (3.24)
Ik

que estd sujeita a restrigdo

h(tk,xk_l,tk_1)=ka :O (325)
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definida conforme as condigdes do capitulo anterior. Derivando-se (3.24) com respeito a x;_;,

obtém-se

Xy

= o Attir) 4 (Ax; +B,,)

X, _ Alt—tit) +[AeA(Ik_tk—l)xk_l +4 g

lg-1

ot,

Xk—1

Derivando-se (3.24) com respeito a #;_q,

ox _
ko — _ g0 fk—l)xk_l _ Al

Mas,

Axk = AeA(tk_zkil)xk_l +

Iy

lp-1

onde /5,5 denota a matriz identidade de ordem 5.

Logo, substituindo em (3.27)

AeA(

eA(t"_a)Bme' +B, j

) +(Ax, +B, )2

tk_G)Bmda

_ AeA(tk_tk—l)xk_l n (eA(fk—fkl) —Is,s )Bm

a‘z"l = (Ax, +B'")[<§Zk1 —1)
Ainda, ao considerar-se a restri¢ao de (3.25),
ot on Jon  He) gl
OX_; Ox;_y/ Ot H(Ax;, +B ) HAx,
o, on |oh ( M - eA(tk_tk_l)Bm)
ot Ot / o, H(Ax; +B,,)
_ H(-4x-B,)
H(Ax; +B,,)
oque levaa

A1) +(Ax; + B, ) ——

oty
Xy

ot,

Xk—1

05><1

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)
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No caso do cruzamento de uma superficie de chaveamento determinada por restrigao

temporal ¢, =¢, —t,_,, ter-se-a

ot ot
—k Tk :[01X5 1] (3.33)
Xy Oy
de modo que
At —t 1)
T, =|° 054 (3.34)
01><5 1

As expressdes acima para I, permitirdo explicar de maneira intuitiva alguns dos

resultados numéricos obtidos neste capitulo.
E importante notar que, diferentemente do método de Miiller, que considera
perturbagdes fora do plano de chaveamento, o método da funcdo implicita considera apenas

perturbacdes sobre o plano de chaveamento e contabiliza em o7, a contribuicdo de

perturbagdes transversais ao plano de chaveamento. Portanto, o método de Miiller representa
as perturbagdes de um modo mais natural que o da fungdo implicita. Algumas
experimentagcdes numéricas mostraram que esses métodos apresentam em geral 5 expoentes
comuns, os quais diferem entre si por um erro relativo menor que 4%. Outro aspecto que
favoreceu a predilecdo pelo método de Miiller ¢ a velocidade de convergéncia do calculo dos
expoentes. Para esse método verificou-se que as diferencas entre as velocidades de
convergéncia do primeiro e dos demais expoentes sdo menores que no caso do método da
funcdo implicita. Esse aspecto ¢ importante uma vez que garante uma maior precisdo para

todos os expoentes.

3.6 Resultados numéricos

Os resultados sdo ilustrados na figura 3.4, onde se exibem os quatro maiores expoentes

calculados pelo método de Miiller dados em fun¢do dos parametros de controle p e z para o

caso das condigdes iniciais x(0)=[-0.02 0.02 0 0 0 O]T e m(0)=1. Utilizou-se uma
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grade de 10 pontos para dividir o espaco de pardmetros ¢ estabeleceu-se uma precisio de 10
[s] para a determinagdo do instante de chaveamento. A tolerancia para ‘ﬂ{ —/11‘ foi de 10~.
Cinco regides aparecem com destaque: duas regides em que hd movimento periddico
(4=0,e4 <0, parai >1) ; duas regides em que ha dindmica quase-periddica
(4 =4 =0ed; é levemente negativo); por fim, uma ultima regido em que o primeiro

expoente se apresenta positivo.

Figura 3.4 — Diagramas biparamétricos para os 4 maiores expoentes de Lyapunov. 4,, z e p sdo dados em [s™].

Essa figura pode ser melhor compreendida com a ajuda da figura 3.5, em que se observa
um corte dos diagramas da figura 3.4 comparado com outros diagramas. O diagrama da figura

3.5-a mostra @(¢) discretizada usando a se¢do de Poincaré correspondente a entrada do
sistema no modo m =2, isto &, os valores de ¢(¢) quando o atuador ¢ chaveado de uma saida

positiva para uma saida nula. Note-se que esse valor estd em geral bem proximo do minimo
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local de ¢(¢). O diagrama da figura 3.5-b exibe o diagrama espectral de bifurcagdo de ¢(¢)
[10; 40], isto é, a densidade espectral de ¢(¢), para uma taxa de amostragem de 20 [Hz], como
fun¢do do parametro z .

a)

o(K) [rad]

b)

f[Hz]

c)

2 18]

006 N

Figura 3.5 — Comparacdo do diagrama de bifurcagdo para ¢ discretizado (a), do diagrama espectral de

bifurcagdo de ¢ (b) e dos 3 maiores expoentes de Lyapunov (c). Fixou-se p = —5.5.

Na figura 3.5-c, o espectro de Lyapunov indica a existéncia de um ciclo limite no
intervalo —10.0 < z < —7.4. Nesse intervalo, 4 medida que z cresce e¢ o atraso de fase dado

pelo controlador diminui, observa-se uma diminui¢do da amplitude (a) ¢ um aumento da

freqiiéncia de oscilagao (b). Porém, para z no intervalo (—7.4, —3.5) , vé-se que a freqiiéncia

de chaveamento atinge o maximo permitido e nele se fixa: f,, =0.83 [Hz]. Portanto, ocorre

uma bifurcagdo em z=-7.4: o segundo expoente atinge subitamente valor nulo, indicando
que essa bifurcacao ¢ do tipo colisao de borda [41-43]. A partir dai, freqiiéncias muito baixas

ganham intensidade e a amplitude passa a crescer com z numa taxa maior do que aquela em
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que decresceu. O movimento que aqui aparece ¢ similar ao quase-periddico e sera discutido
posteriormente.

Um maior aumento em z provocard um avanco de fase que traz o sistema de volta ao
movimento periddico, o que ocorre para —3.5 <z <-2.1. No lugar do ciclo-limite unimodal,
surgem ciclos-limite com chaveamento complexo: a seqiiencia de modos {1,2,3,4} ¢
substituida por seqiiéncias de pulsos de duragdes assimétricas na forma {1,2,1,2,3,4,3,4} e
{1,2,1,2,3,43,41,23,4} . Para z>-2.1 , as seqiiéncias de chaveamento tornam-se
excessivamente complexas levando a periodos demasiado grandes e a uma situacdo de

sensibilidade as condigdes iniciais.

35+

Figura 3.6 — Diagrama biparamétrico para a dimensdo de Lyapunov. z ¢ p dados em [s']

Na figura 3.6 apresenta-se a dimensdo de Lyapunov dos atratores para os quais tendem
as trajetorias que partem da mesma condi¢do inicial acima referida. Conforme esperado, a
regido correspondente a ciclos-limite apresenta atratores com dimensdo 1. Ja a dimensdo dos
atratores correspondentes ao movimento quase-periddico esta em torno de 2.5. Essa ndo ¢
uma indicacdo de que o atrator ¢ fractal, mas um problema numérico relacionado com o fato
de o terceiro expoente possuir médulo muito pequeno, de modo que se torna dificil decidir se

ele ¢ nulo ou ndo, ou seja, se a dimensdo ¢ 3 ou 2. No caso dos comportamentos mais
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complexos, a dimensdo estd quase sempre bem proxima a 3, havendo casos em que ela esta
levemente abaixo desse valor. Essa ndo ¢ uma indicacdo de que aqui existem atratores

caodticos nao-fractais, mas ¢ um efeito da discrepancia de modulos entre x(3) e A, , que
decorre igualmente do baixo modulo de A4;.

A dificuldade de analise aqui apresentada € propria de sistemas com fluxo descontinuo.

Particularmente, o baixo valor de 4; bem como a convergéncia peculiar que se nota no

calculo do espectro de Lyapunov devem-se a presenca de um vértice na superficie de
chaveamento, que ¢ conseqiiéncia do requisito de minimo tempo de acionamento dos

atuadores. Esse vértice ¢ o ponto em que o vetor normal F/(X;) alterna entre
[0 0 0 01 0]e[0 0 0 0 0 I]. Supondo que o chaveamento se dé apenas pelo

requisito de minimo tempo de acionamento dos atuadores, tem-se que as perturbagdes
evoluem de modo suave como mostra a equagdo (3.34). Essa equagdo permite ver ainda que

sdo trés os autovalores nulos, dois que estdo presentes em A4 € um que estd associado a 7 .

Porém, sempre que hd chaveamento pela condigdo u =0, as perturbagdes sofrem uma
evolucdo descontinua, como ¢ facil observar pela equacdo (3.32). Entdo, aqueles trés
autovalores nulos podem ser afetados. Assim, entre os instantes de chaveamento por u =0 o
sistema se comporta localmente como se possuisse trés expoentes nulos. Contudo, esses
expoentes t€ém um valor global diferente. Como, em movimentos mais complexos, 0s
chaveamentos por u = 0 sdo pouco freqlientes, alguns expoentes convergem muito lentamente,
como € o caso de /3.

Os expoentes de Lyapunov obtidos provéem importantes informacdes acerca do

comportamento global das dindmicas no sistema. Dura¢do de respostas transitdrias,

estabilidade e sensibilidade a condi¢des iniciais sdo informacdes de interesse pratico em
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projetos de controle. Por outro lado, alguns aspectos teodricos, como a caracterizacao

geométrica dos atratores a luz das teorias para sistemas continuos, permanecem em aberto.
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4  Analise multifractal

Neste capitulo, os diversos comportamentos do sistema serdo entendidos a luz de
diagramas de bifurcacao que levam em conta a irregularidade de uma funcao distribuicao de
probabilidade sobre os pontos do atrator. Essa irregularidade ¢ expressa pelo espectro de
singularidades (também chamado multifractal) dessa distribui¢ao [44], o qual, além de
possibilitar discriminar diferentes tipos de comportamento dindmico, fornece ainda
informacodes sobre a geometria do atrator.

Esse estudo surgiu da idéia de se usar a transformada de wavelets para analisar sistemas
dinamicos. Devido a sua ndo-estacionaridade, essa transformada parece um recurso
interessante para analisar dindmicas complexas como aquelas originadas em um sistema
hibrido. Dentre as diversas possibilidades de emprego dessa transformada, optou-se por
aquela que segue neste texto, por ser mais bem amparada pela literatura. Sobretudo, essa
técnica ¢ interessante porque permite o calculo de alguns tipos de dimensdes fractais. Uma
outra técnica que vem sendo explorada nos ultimos anos ¢ aquela que usa transformada de
wavelets para calcular o indice de persisténcia de uma série temporal [45]. Essa técnica foi
aplicada a algumas das séries geradas pelo sistema aqui estudado, mas a caréncia de
resultados tedricos ndo permitiu obter conclusdes uteis. Também € possivel estimar o maior
expoente de Lyapunov em séries temporais sujeitas a ruido aditivo usando a transformada de
wavelets [46].

A anadlise aqui proposta ¢ entendida como uma ferramenta alternativa no estudo de
sistemas dinamicos aos quais ferramentas tradicionais podem nao ser adequadas. Embora seja
computacionalmente inferior & dos expoentes de Lyapunov, ela torna-se interessante em
situacdes em que nao se dispde de um modelo dinamico satisfatério. O caso de sistemas com

dimensao infinita seria um exemplo em que essa técnica se faria interessante. Contudo, sua
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aplicacdo mais promissora parece estar no estudo de séries temporais ruidosas, uma vez que o
método fornece uma analise mais precisa que algoritmos tradicionais de calculo de dimensao.
Para levantar os diagramas de bifurcacdo, distribui¢des de probabilidade sobre o atrator
foram calculadas a partir de respostas simuladas do sistema para cada conjunto de parametros.
Empregou-se entdo o método WTMM (wavelet transform modulus maxima), desenvolvido
por Muzy et al. [47-48] com o fim de calcular o espectro multifractal de objetos geométricos.
O método tem tido, entre outras, aplicagdes na analise e discriminagdo de sinais provenientes
de fluxos turbulentos [47], seqiiéncias de DNA [49], demanda de energia elétrica [50] e sinais
de ressonancia magnética [S1]. As se¢des seguintes comentam o método e apresentam sua

aplicacdo ao sistema estudado. Os resultados obtidos foram destinados a divulga¢ao em [52].

4.1 Formalismo multifractal e o método WTMM

Nesta secdo comenta-se o formalismo multifractal para sinais unidimensionais
introduzido por Muzy et al. [47] e mostra-se o procedimento usado no céalculo do espectro de
singularidades de sinais experimentais a partir do método WTMM. Uma vez que uma
descricao matematica rigorosa do formalismo multifractal e do método WTMM ocupariam no
texto uma extensao desproporcional a sua importancia no todo do trabalho, esta secdo limita-
se a apresentar os conceitos necessarios para o entendimento dos resultados. Uma descri¢ao
detalhada do método WTMM pode ser encontrada no trabalho de Arneodo et al. [53].

A auto-similaridade ¢ uma propriedade que pode ser verificada em diversos objetos
geométricos encontrados na natureza. Em muitos casos um mesmo objeto pode apresentar
conjuntos auto-similares com diferentes escalas, as quais podem estar distribuidas num
intervalo da reta real. Esses objetos sdo denominados multifractais. Considerando-se uma
trajetoria no espaco de fase sobre um conjunto invariante de um sistema dindmico, ¢ possivel
definir uma funcdo distribuicdo de probabilidade nesse espago. O conjunto de pontos

singulares dessa fun¢do guarda as caracteristicas multifractais do atrator em questao.
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Define-se o expoente de Holder 7(y,) de uma fun¢do S(») no ponto y,como sendo o

maior expoente tal que exista um polindmio P, de grau / satisfazendo, numa vizinhanga de

Yo com K constante, a relagdo |S(y)—PK(y)| SK|y—y0|'7(y°). Sabe-se, entdo, que S ¢ /
vezes diferenciavel em y, mas ndo ¢+1 vezes. O polindmio F,(y) corresponde a série de
Taylor de S no ponto y, expandida até a ordem /. Assim, 77(y,) mede a “forca” da
singularidade no ponto y,. Quanto maior 77(y,), mais regular ¢ a fun¢do nesse ponto, dado
que maior sera a ordem em que a funcao ¢ diferenciavel no ponto.

Ao analisar a regularidade da funcdo distribui¢do de probabilidade acima, pode-se
dividir seu dominio em subconjuntos cujos pontos correspondem a singularidades com
expoente de Holder 77 e cuja dimensdo de Hausdorff ¢ denotada por D(7) [44]. O assim
chamado espectro de singularidades D(7) estd intimamente relacionado as dimensdes de
Rényi D(q) do atrator [54]. Em especial, D(q = 0) corresponde a dimensao de capacidade do
objeto, D(g =1), a dimensao de informagdo e D(q =2), a dimensao de correlagdo.

Objetos monofractais possuem apenas um ponto em seu espectro de singularidades, ou
seja, apenas um fator de escala. Por outro lado, é caracteristica de objetos multifractais
apresentar um espectro D(77) com formato de uma curva de concavidade negativa. O maximo
dessa curva coincide com a dimensdo de capacidade do objeto. Ainda, quanto mais larga a
curva D(77), maior € o intervalo de expoentes 77 que aparecem na funcdo distribuicdo para o
atrator, ou seja, mais complexa ¢ a sua geometria.

O célculo do espectro multifractal a partir de séries temporais encontra na analise de
wavelets uma ferramenta muito eficaz. A transformada de wavelets ¢ uma ferramenta
matematica introduzida em meados da década de 80 para fins de andlise de sinais sismicos e

sonoros [55-56]. Desde entdo vem apresentando grande desenvolvimento tedrico e pratico,

com aplicagdes em uma grande variedade de éareas da ciéncia [57-58]. A transformada de
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wavelets continua decompde uma fung¢dao em termos de funcdes elementares que consistem
em translagdes e dilatacdes de uma mesma fung¢do chamada de wavelet-mae, definida no
espaco das fungdes quadrado-integraveis. Se essa fungdo possui seus ¢ primeiros momentos
nulos, entdo ela pode ser usada para medir os expoentes de Holder menores que ¢ [59]. Essa
capacidade de medir singularidades de uma fungdo permite usar a transformada de wavelets
para calcular o espectro multifractal. No calculo desse espectro, Muzy et al. [60-61]
mostraram que o método WTMM possibilita uma precisdo superior a daquela obtida por
outros métodos disponiveis na literatura. As linhas seguintes limitam-se a descrever o
algoritmo de analise multifractal usando o método WTMM.

Seja W, [S](b,a) a transformada de wavelets continua da fung¢do distribuicdo de

probabilidade S, onde a escala @ e R*, o deslocamento b € R e a wavelet-mie y Yoa (R).
O método WTMM define o conjunto de deslocamentos €2(a) , no qual os coeficientes da

transformada apresentam localmente o maximo modulo para uma escala a fixa. Assim,

definem-se as seguintes fungdes:

Z(g.a)= Y W, ISIb,a)!  geR (4.1)

beQ(a)
n(g.a)= Y W,[S)g.b,a)n | W, [S)(b,a)| (4.2)

beQ(a)
Dig.a)= ) W,[S)a.b,a)In|,,[S)g.b,a)] (4.3)

beQ(a)

onde

W, [S1(q.b.a) = |, [S1(b,a)|/ Z(q,a) (4.4)

Dessa forma, obtém-se o espectro de singularidades D(77) de S combinando os

resultados abaixo:

n(g)= lim M—l 4.5)
a—0t Ina 2
D(g)= lim 244 (4.6)

a—0" Ina
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E importante notar que aqui se fez uma alteragdo significativa do método original. Neste,
os deslocamentos Q(a) sdo conectados definindo-se curvas parametrizadas em a . As
funcdes de particdo Z(q,a), n(g,a) e D(q,a) sdo entdo definidas como o somatdrio do
supremo ao longo dessas linhas para as escalas menores que a . A simplificagdo aqui adotada
destina-se a redug¢do do tempo computacional, uma vez que determinar as linhas de maximo
modulo € tarefa que requer grande esfor¢o computacional e deverd ser aplicada a um grande
nimero de pontos no espaco de parametros do controlador. Em contrapartida, essa

simplificagdo afeta a precisdo do calculo do espectro de singularidades quando g < 0. Testes

preliminares mostraram toleravel essa perda de precisdo.

4.2 Calculo do espectro de singularidades

Esta parte do trabalho de pesquisa foi executada quando ainda se utilizava a ferramenta
de software xPC Target para realizar as simulagdes. A partir de uma mesma condig¢ao inicial e
variando-se os parametros p ¢ z numa grade de 600 pontos, levantou-se a resposta ¢(¢) do
sistema para um horizonte de simulacdo de 600 [s], sendo descartados os 24 [s] iniciais
correspondentes a resposta transitoria. Utilizou-se passo de integragdo de 2 [ms] e método de
integragdo explicito de 4* ordem. Por isso, as trajetdrias calculadas estdo sujeitas a um ruido
de integracdo consideravel, que sera amenizado em parte pelas caracteristicas de filtragem da
transformada de wavelets.

Calculou-se o espectro de singularidades da distribuicdo de probabilidade sobre o

conjunto de maximos locais @, (k) de ¢(¢), ou seja, toma-se a interse¢do do atrator com o
hiperplano € =0 e, em seguida, projeta-se a mesma sobre o eixo ¢. Para se calcular a fungado
de distribui¢do, calculou-se a freqiiéncia de ocorréncias de ¢, (k) sobre o intervalo

[min{¢max(k)}—0.005, y], variando-se y com um passo minimo de 10 no intervalo

[min{¢maX (k)}—O.OOS,maX{¢maX(k)}+ 0.005]. O numero de pontos N nesse intervalo foi
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limitado a 4096. A wavelet-mae adotada foi aquela conhecida como chapéu mexicano, que
consiste no oposto da segunda derivada da fungdo gaussiana, a qual possui os dois primeiros
momentos nulos. Portanto, é capaz de determinar o expoente de Holder de singularidades com

valor menor que 2. Consideraram-se escalas de 2 até N /32, distribuindo-se 12 vozes em cada

oitava. Considerou-se g uniformemente distribuido em [—8,8]. A dimensdo de Lyapunov

calculada com a técnica de Miiller [36] foi usada para avaliar os resultados obtidos.
As figuras 4.1 e 4.2 mostram, respectivamente, a dimensdo de capacidade e a dimensao
de informagdo da mencionada proje¢do do atrator resultante de cada combinagdo dos

parametros p e z e calculadas usando o método WIMM. Recorrendo a dimensdao de

Lyapunov da figura 3.6, observa-se que os trés patamares correspondem, por ordem crescente
de dimensdo, a movimentos periddico, quase-periddico e cadtico. Também se pode observar
aquela segunda regido em que hd movimento periddico. A regido de alta dimensdo para

valores de p préximos a zero corresponde a uma regido em que ha instabilidade. Tal regidao

ndo aparece na figura 3.6 devido a uma diferente escolha da grade de parametros.

16
14~
124

08

max

04
0.2

02l

Figura 4.1 — Diagrama biparamétrico para D, = D(¢q = 0). z e p dados em [s]
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Figura 4.2 — Diagrama biparamétrico para a estimativa da dimensio de informagdo. z ¢ p dados em [s']

A notavel correlacdo entre os graficos sugere a verossimilhanca das estimativas
efetuadas pelo método WTMM. Sobretudo, o método permite distinguir com clareza os
pontos de bifurcacdo. Sabendo-se que dimensdes proximas a zero caracterizam a intersecao de
um atrator periodico com um hiperplano, observa-se que os dois primeiros graficos
possibilitam uma clara distingdo desse tipo de comportamento. Contudo, para altos valores de
z , os graficos de 4.1 e 4.2 ndo permitem distinguir com a mesma clareza um comportamento
cadtico de um quase-perioddico. Deve-se alertar, porém, para o fato de que ndo ¢ possivel
comparar diretamente a dimensdo de informac¢ao com a dimensdo de Lyapunov, pois esta diz
respeito a todo o atrator, ao passo que a primeira se calculou sobre a projecdo de uma secao
do atrator. Essa ¢ uma explicagdo plausivel de por que os dois primeiros graficos aparentam
ser uma degeneracdo do grafico de dimensao de Lyapunov.

Por outro lado, a analise multifractal prové outras grandezas que também contribuem
para a caracterizagdo dos atratores. Uma delas ¢ o expoente de Holder mais freqiiente

Nmax =17(q =0), que € mostrado na figura 4.3. O expoente de Holder observado atesta que o

atrator caotico apresenta irregularidade levemente maior que a do quase-peridodico. H4 uma
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distribui¢@o de probabilidade em geral descontinua (7 <1) no primeiro e continua (77 >1) no
ultimo. Outra grandeza que se faz de interesse ¢ a largura A7 da curva de D(7) para metade

da méaxima dimensdo. Essa grandeza ¢ uma medida da complexidade geométrica do atrator.
Constante na figura 4.4, atesta que tanto o movimento quase-periddico quanto o cadtico
exibem atratores multifractais. Contudo, para grande parte dos casos, 0 movimento quase-

periddico apresenta um espectro de singularidades mais largo.

—1

[

Figura 4.3 — Diagrama biparamétrico para 77, =7(q¢ = 0). z ¢ p dados em s

A complexidade geométrica que se tem observado no atrator quase-periddico possui a
mesma origem que o problema enfrentado no capitulo anterior no célculo da dimensdo de
Lyapunov: o baixo valor em médulo do terceiro expoente. Esse fato ¢ agravado pela presenga
do ruido de integragdo, que tem efeito critico na diregdo correspondente a esse expoente,
conforme discute o capitulo seguinte. Assim, o tempo de observagdo nao ¢ suficiente para
tomar conclusdes sobre a dimensdo do atrator, uma vez que, para curtos periodos de
observagdo, o atrator aparenta ser de dimens3o 3 e que, apenas para periodos demasiado

grandes e na auséncia de ruido, pode-se concluir que sua dimensao ¢ 2.



62

Figura 4.4 — Diagrama biparamétrico para A7 . z e p dados em [s]

Em suma, tendo sido comparados com a dimensao de Lyapunov, os resultados fornecem
sinais favoraveis para o uso do espectro multifractal como ferramenta de discriminagdo de
comportamento dindmico. Os diagramas obtidos exibem as bifurcagdes de maneira clara.
Ademais, importante conhecimento sobre a irregularidade geométrica dos atratores foi ganho.
Espera-se que esse conhecimento se faca util numa futura caracterizagdo teodrica desses
atratores. Devido ao fato de a analise ter-se efetuado sobre uma projecdo do atrator, a
interpretagdao dos resultados ndao pode ser completa e se faz deveras complexa. Estender essa
analise a mais dimensdes, diminuindo a influéncia de projegdes, devera propiciar resultados

com uma interpretagdo mais clara.
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5 O comportamento quase-periodico

Este capitulo trata da natureza do comportamento nao-periodico que emerge quando os
atuadores sdo requisitados acima de sua maxima freqiiéncia de chaveamento. Por isso, esse
deve ser considerado o movimento nao-peridodico de maior importancia para o projeto de
controle robusto.

Nao sendo possivel um chaveamento numa freqiiéncia superior a f a taxa de

max >
chaveamento estacionard nesse valor. Mostrar-se-4, entdo, que o mapa de Poincaré para esse
sistema apresenta pontos fixos indiferentes que formam um segmento de reta e que esse
conjunto de pontos fixos atrai trajetorias de modo que elas fagam um movimento de espiral na
sua dire¢@o, sem nunca toca-lo. Nesse sentido, todo o segmento de reta pode ser considerado
como um Unico atrator para essas trajetorias. Além disso, tal movimento em espiral torna-se
mais lento a cada meia volta. Isso sugere que o movimento continuo deve corresponder a

superposicdo de um movimento periddico com amplitude fixa e freqiiéncia f,, e de um

X
segundo movimento que possui amplitude constante e freqiiéncia decaindo com o tempo.
Porém, na presenca de ruido, especialmente ruido de integragdo, esse segundo movimento
apresenta uma banda constante de freqiiéncia. De fato, adicionar ruido ao sistema foi um dos
recursos utilizados para ter o atrator mais rapidamente visitado.

Recordando que movimentos quase-periddicos resultam da superposi¢do de dois
movimentos periddicos com freqii€éncias incomensuraveis e que possuem atrator toroidal [62],
entende-se que o atributo “quase-peridédico” é apropriado para o tipo de movimento discutido.
Embora um dos movimentos que se superpdem nao seja perioddico, trajetérias visitam toda a
vizinhanga de um atrator bidimensional similar a uma superficie cilindrica.

A figura 5.1 ilustra o mecanismo da bifurcagdo em que o atrator quase-periddico surge a

partir do periodico. Adotaram-se condigdes iniciais x(0)=[0 0.02 0 0 0 O]T e
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m(0)=1 . A bifurcagdo ocorre quando os pontos de transicdo para os estados discretos

m=2 e m=4 passam pelo vértice da superficie de chaveamento. Enquanto no movimento
periodico as transicoes para os modos 2 e 4 ocorrem pelo cruzamento do hiperplano u =0, no
movimento quase-periodico essas transicdes ocorrem pelo cruzamento do hiperplano

t, =tlig = 0.1. Diferentemente do caso periddico, esse cruzamento ndo se d4 em um Unico

ponto, mas em um intervalo limitado. Note-se que em ambos os casos a simetria ¢ mantida.

0.02 | T T .
| |
| 1¢
|
|
: "
| |
| |
| |
| |
0.014 ! ! .
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
— Ve 24 !
€ of P I
I |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
-0.01+ : | —
| |
| |
| Al
|
I &
| >
-0.02 | ] ] |

|
01 0.2 0.3 0.4 0.5
t(K) [s]

Figura 5.1 — Superficies de chaveamento (linha pontilhada) e pontos de transi¢do para os movimentos periodico
(tridngulo e algarismos arabicos; p = —5.5, z = =7.6) e quase-periodico (circulos e algarismos romanos;

p =-5.5, z=-7.1). Os numeros indicam o estado discreto de entrada.

5.1 Mapas de Poincaré e pontos fixos
Em seguida, para simplificar a notagdo, o movimento em questdo sera estudado

considerando-se que a matriz 4 contempla apenas os 5 primeiros estados, suprimindo-se pois
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0 estado t

. Ainda, considera-se =0 , H

00001 e

B=[0 0 0 Fplsa® OT.

Considera-se em seguida o que acontece quando o chaveamento ocorre com um periodo

Tax =1/fia seguindo a seqiiéncia mais simples de modos de operagdo {1,2,3,4}. Seja

toy =tligd o tempo que os atuadores permanecem desligados a cada meio ciclo e

ton = Tmax / 2=ty =tlig o tempo que permanecem ligados. Denotando por y,, o estado de

entrada no modo m , pode-se escrever:

INGETREEN(S (5.1)
ya) = 3y - 0 ' Bdor (5.2)
n(k) =" y, (k) (5.3)
Py (k+1) = eon y, (k) + J' ; " Bdo (5.4)

Assim, ¢ possivel definir o sistema discreto que corresponde ao mapa de Poincaré para a

secdo {x:t, =0em=2}:

tOH
a1y =)y () + (1 — ¢ tontor) )I ¢'°Bdo (5.5)
0

onde /=15 . Note-se que no caso de o atraso r ser ndo-nulo, basta definir a segdo
{x:t, =7 em =2} eaanlise que segue valera igualmente.

Os pontos fixos do mapa satisfazem

ton
(1=t |, = (1= Mt )IO " Bdo (5.6)

. . A . .
Ainda, a matriz e ! possul a seguinte estrutura
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(5.7)

Figura 5.2 — Diagrama de fase para movimento quase-periodico com p = —5.5, z = —4.9 . Pontos de transi¢ao

estdo em preto, enquanto parte da trajetoria continua associada esté tragada em cinza.

Dado que A apresenta dois autovalores nulos, aos quais se associa um Unico autovetor

v :[1 0 0 0 —z/ p]T, e’ também apresenta um autovalor duplo em 1 associado a v.

Assim, o conjunto Y, dos pontos fixos do mapa estudado deve estar sobre a reta Yy tav,

onde a ¢reale y, ¢ um ponto fixo dado. Na figura 5.2 apresenta-se a projegéo dos conjuntos

Y, e de parte da trajetoria continua associada ao movimento. O atrator continuo em seu todo

¢ o “cilindro” cujos lados correspondem aos segmentos Y, e cuja base possui a forma da
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curva em cinza. Observando-se a trajetoria continua, constata-se que y, (k) prové uma boa
aproximacao do minimo local de ¢(¢).

As condig¢oes de chaveamento implicam uma limitagdo dos conjuntos Y,, que também
pode ser vista na figura 5.2: a entrada no modo m =2 requer que y,(k) seja tal que
u,(k) < 0. Similarmente, a entrada no modo m =4 requer que y,(k) seja tal que uy(k)=0.
Dessa maneira, um dos limites de ¥, ¢ dado por y, =y, +av tal que u, =0, o outro ¢ dado
pelo correspondente limite de Y.

Por substituicdo, verifica-se que uma possivel solugao de (5.6) serd

-1 ton
Yy = (I + eA(t"”H"ﬁ')) j e’ Bdo (5.8)
0

Entdo, considerando a superficie de chaveamento dada por Hy=u=0, o primeiro

limite € o ponto

-1 _- Hy
=y, — v 5.9
2=0 Hy (5.9)
e o segundo limite sera
A ton
2= (ot )yi +I ¢’ Bdo (5.10)
0

Mas, devido a simetria, ﬂ = —fi =—y, +

2, Assim, substituindo ﬂ e recorrendo a

(5.8),
-2 = (t0)1+toﬁ) Hyz ijz
=), +e —Ly=y,+—=y 5.11
2= w2 G110

pois v ¢ autovetor de el As predigdes desses limites sdo comparadas com os resultados de
simulacdo na figura 5.3. Note-se que, ainda que se tenha adicionado ruido ao sistema
simulado, alguns atratores ndo foram completamente visitados, o que indica quao lento pode

ser o movimento proximo ao atrator. O comprimento de ¥, ¢é

—1
53| - 22

21|V (5.12)
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Figura 5.3 — Comparacédo dos pontos de entrada em m = 2 preditos (preto) e simulados (cinza)
Lembrando a boa aproximagdo dos extremos locais de ¢(¢) dada por ¢, e ¢,, pode-se

estabelecer que a amplitude de pico da componente de baixa freqiiéncia de #(¢) ¢ dada

e a amplitude de pico da componente de

. Hy
aproximadamente por ¢, = ‘¢é - ¢22‘/2 = ‘%
v

freqliéncia f,,, serd ¢, = ‘¢f —¢é‘/ 2= ‘52‘ . E importante notar que, como a componente de

baixa freqiiéncia ocorre na direcdo de v, apenas o angulo de rolamento e a saida do atuador
estdo sujeitos a ela; grandezas como a velocidade angular de rolamento terdo comportamento
periodico.

Ainda, apenas observando as estruturas de B ¢ el g possivel concluir que Hy, ¢ uma
fungdo racional de primeira ordem de z . Assim, o fato de Hv =—z/p sugere que a amplitude

¢, da componente de baixa freqiiéncia crescera de modo aproximadamente hiperbdlico com
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z, 0 que ¢ confirmado na figura 5.3. Por isso, pode-se concluir que, desde que o sistema
execute um movimento quase-periodico, avancos de fase provocardo um aumento na
amplitude de rolamento.

Uma analise semelhante a desta se¢do permitiria conhecer as fronteiras de bifurcacio no

espaco de parametros para as quais esse tipo de movimento desaparece. Elas correspondem as
o -1 - Aty — . ,

situagoes em que se tem y% = y22 ou Hyy,=He ™" yé =0. O primeiro caso ¢ aquele em que o

movimento ¢ simplesmente periddico. O segundo ¢ aquele para o qual um chaveamento

intermediario torna-se inevitavel, pois os estados de entrada nos modos m =1ou3 terdo

tocado a superficie de chaveamento. Na figura 5.2, isso equivaleria a ter-se os segmentos Y] e

Y5 tocando u(k)=0.

5.2 Orbitas na se¢do de Poincaré

A partir da estrutura de ¢!, observa-se que perturbacdes dos pontos fixos nas diregdes

vouw=[0 1 0 0 O]T devem permanecer constantes ao longo das iteragdes. No entanto,
perturbagdes na direcdo w provocam perturbagdes diretamente proporcionais na direcdo v.
Assim, orbitas fora do atrator seguirdo linhas paralelas a v até que a hipdtese de maxima
freqliéncia de chaveamento seja violada. Para compreender o que ocorre quando essa hipotese
esta a ponto de ser violada, suponha-se que haja uma perturbacdo negativa na direcdo w.
Entdo, a orbita consistird em incrementos negativos fixos na dire¢do v, o que fard u, (k)
crescer. Haverd um momento em que u, (k) > 0. Logo, o tempo minimo para o chaveamento

foi alcancado mas u ¢ ainda positivo, conseqlientemente, ocorrera um atraso no chaveamento.
Dado que os atuadores estardo ligados por mais tempo que o usual, o chaveamento se dara

com um valor aumentado de @. Portanto, a cada entrada no estado 2, @ crescera até cruzar o
valor de equilibrio: 6, . A partir de entdo a perturbagdo na diregdo w serd positiva e a Orbita

seguira a direcao positiva de v, repetindo-se todo o ciclo descrito.



70

x10°
T T T |
|
e - = I
|
= N : _
. |
|
|
+ |
|
|
+ |
2+ : |
|
* |
|
. |
< I
=R ) ! i
|
6L _
.
8- * 1:-— |
* |
| | | | | |
4.6 4.8 5 5.2 5.4 56
10°
8, (k) [rad/s] X

Figura 5.4 — Diagrama de fase para o movimento quase-periodico com p = —5.5, z = —4.9 . A linha tracejada
indica o valor de equilibrio 52 .

A explicacdo acima ¢ ilustrada pela figura 5.4. Num primeiro momento, observa-se que
os pontos da orbita possuem & bem abaixo do valor de equilibrio. Por isso, u sofre grandes
incrementos. Como mencionado, um atraso no cruzamento da reta u =0 fard com que esta
seja cruzada para um valor de § aumentado, mas ainda abaixo do valor de equilibrio. Ja o
préximo ponto estard além desse valor de equilibrio, contudo mais proximo dele que os
pontos anteriores. A partir dai u sofre pequenos decrementos. Essa mesma rotina repetir-se-a
para u4(k), o que pode ser visto na figura quando a orbita fica ainda mais proxima do valor
de equilibrio.

A pergunta acerca do possivel desaparecimento dessas perturbagdes e da velocidade do

mesmo deve ser respondida pelo espectro de Lyapunov. As figuras 3.4 e 3.5 mostram que
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dois expoentes sao nulos e um terceiro estd muito proximo de zero, mas ¢ negativo. Um
desses expoentes nulos relaciona-se com disturbios na direcdo da trajetdria periddica. O
segundo expoente nulo relaciona-se com distirbios na dire¢do v. Por sua vez, o terceiro
expoente resulta do fato de que perturbagdes na dire¢do w permanecem constantes até que a
trajetoria passe por um vértice da superficie de chaveamento, o que ocorre com uma
freqliéncia cada vez menor. Por isso, perturba¢des na direcdo w exibem um decaimento
muito lento. Dai decorre a grande imprecisdo na determinagao da dimensao desse atrator que
se vé no capitulo 3. Como discutido naquele capitulo, esse aspecto singular do atrator

estudado ¢ devido ao fato de que, localmente, ele se comporta com 4; =0 e, globalmente,
com A; <0.

Por fim, ¢ importante ressaltar que esse mecanismo de evolugdo das perturbacdes em w
ocorre de modo similar em outros movimentos mais complexos e explica alguns sintomas
parecidos desses movimentos. Com efeito, nesses movimentos nota-se que chaveamentos
devido a restri¢do de minimo tempo de acionamento sdo freqiientes, o que contribui para que

também ai 4; possua modulo pequeno.
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6 Multiestabilidade

Nos capitulos anteriores os resultados discutidos foram obtidos a partir de uma unica
condi¢do inicial. Contudo, outras escolhas de condigdes iniciais mostram a possivel
coexisténcia de atratores. Uma analise numérica mostra que o movimento peridodico unimodal,
onde quer que apareca no espaco z X p, ¢ comportamento global com relagdo a escolha de
uma condig¢ao inicial no espago de estados. Por outro lado, o comportamento quase-periddico
ndo ¢ global para todas as combinagdes do espaco de parametros. Para p =-55, o atrator
quase-periodico € globalmente atrativo apenas para z no intervalo (— 7.4,—3.5). Para z no
intervalo (—3.5,—2.5), esse atrator coexiste com um atrator periddico em que ha duplo

chaveamento.

0.01 1 1

-0.01 1 a

9, [rad/s]

-0.021+ a

-0.03 ! ! I I
-14 -10 -6 -2 2 6

0,(k) [rad] x10

Figura 6.1 — Diagrama de fase para os pontos de transi¢do do atrator quase-periddico (linha continua) e do atrator

periddico com duplo chaveamento (cruz) ( p = -5.5,z = -3.3)
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Uma projecao da se¢ao de Poincaré desses atratores ¢ mostrada na figura 6.1. Essa
figura permite observar que o ciclo-limite com chaveamento duplo possui maior amplitude
quanto a velocidade de rolamento do que o movimento quase-periddico (cerca de trés vezes).
Por outro lado, as variaveis de estado no ciclo-limite possuem média temporal nula, ao passo
que no movimento quase-periddico, ao menos localmente, essa média ndo ¢ nula. A se¢do
transversal das bacias de atragdo na figura 6.2 ilustra a maneira complexa em que essas bacias
se conectam. Ainda, observou-se que a regido em preto aumenta sua area a medida que z se

aproxima de —2.5, valor para o qual o atrator quase-periddico e sua bacia desaparecem, uma

vez que Y| e Y5 colidem com u =0.

-0.05 .- T T -1- T .
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0.01

0.02

0.03

0.04

0.05L ‘ L
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

(0} [rad]

Figura 6.2 — Se¢ao transversal das bacias de atracao do atrator quase-periddico (branco) e do atrator periddico

com duplo chaveamento (preto). As demais condi¢des iniciais sdo nulas, m(0) =1 e p=-55, z=-33
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Figura 6.3 — Projecdo do atrator periodico com duplo chaveamento (linha continua) préximo a bifurcacdo de
p=-5.5, z=-3.5. As linhas tracejadas indicam as superficies de chaveamento ¢ as letras enumeram os pontos

de chaveamento.

Como comentado anteriormente, a brusca mudanga nos expoentes de Lyapunov
correspondente ao aparecimento desse novo movimento periddico ¢ devida a uma colisdo
desse atrator com uma superficie de chaveamento. Isso pode ser verificado a partir da figura
6.3, onde se v€ que o atrator tangencia a superficie de chaveamento no ponto C. Dessa forma,
um decremento infinitesimal em z faria com que esse ponto de contato desaparecesse e,
junto com ele, todo o atrator. Esse mesmo atrator periodico tornar-se-4 um atrator quase-
periddico por ocasido de outra colisdo para z=-2.4. Neste caso, os pontos B e F colidem

com areta ., =0.1, o que implicard um atraso com relagdo ao chaveamento num sistema em

que ndo houvesse restri¢gdes temporais. O novo movimento poderia ser chamado de quase-

periodico de periodo-2. Assim, ha diferenca substancial entre as duas bifurcagdes discutidas:
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enquanto na primeira a condicdo de chaveamento desaparece, na segunda a condi¢do de

chaveamento é apenas atrasada, o que leva a uma distor¢do do atrator ¢ ao aumento de sua

dimens3io.

Tabela 1 - Resumo dos atratores observados ( p=-5.5)

z Atratores coexistentes (4,D; ,k)*®
7.5 (0,1,1)

7.4 0,2,1)

3.3 (0,1,2), (0,2,1)

25 (0,1,2), 2 (0,1,3)

-2.4 (0,3,2),2(0,1,3)

22 (0,3,1), (0,3,2), 2 (0.016,3,3), 2 (0.06,2.75,4), 2
2.1 (0,3,2), 2 (0.02,3,3), 2 (0.05,2.8,5), 2
2.0 2(0,1,12), 2 (0,1,4), 2 (0.055,2.8,5)
1.9 2(0.02,3,), (0,3,4), 2 (0,3,12), (0,3,18)
1.7 (0,3,16), (0,3,?), (0.05,3,2), (0,3,)

# k & o nimero de transicdes por ciclo para um dado modo m
P O simbolo ? indica que ndo hd uma seqiiéncia periddica de transigdes

Embora haja métodos exatos como o de Tsypkin [28] que permitiriam predizer

movimentos periddicos mais complexos, esse estudo limitar-se-4 a observar esses

movimentos através de simula¢do, uma vez que métodos analiticos se tornam demasiado

custosos computacionalmente. A tabela 1 ilustra os atratores observados a medida que se

varia o parametro z . Os nimeros fora dos parénteses indicam o niimero de atratores com as

caracteristicas dadas. Uma légica que pareceria evidente seria a da transformagao de atratores

periodicos (0,1,k) em atratores quase-periddicos (0,3,k). Contudo os resultados mostram que

atratores periddicos também podem resultar em atratores cadticos como € o caso de (0,1,3)

para z =-2.4 sendo mudado em (0.016,3,3) para z =-2.2. Outra observacdo interessante

esta no fato de que nem sempre os atratores cadticos apresentam dimensao claramente nao-

inteira. Na maioria dos casos, apresentam dimensao bem proxima a 3.



76

7 Predicéo exata de ciclos-limite

O calculo de ciclos-limite em sistemas nao-lineares incertos tem atraido a atencdo de
pesquisadores na ultima década [11-17]. A maioria deles tem-se preocupado simplesmente em
inibir o ciclo-limite de modo a obter provas de estabilidade de pontos de equilibrio. Como o
objetivo desta pesquisa ¢ também inibir o ciclo-limite a partir de uma determinada faixa de
freqii€éncias, a contribui¢do dessas pesquisas poderia ser proveitosa. Contudo, sem qualquer
excecao, todos adotam a aproximacgao de primeira harmonica, a qual pode levar a resultados
inadequados, como se prevé em [9]. Em seguida, comentam-se as principais estratégias para
controle robusto constantes da literatura e como elas motivaram o emprego de métodos exatos.

Em Tierno [11], uma aproximagao racional da func¢do descritiva do elemento ndo-linear
¢ obtida e entdo aplicada numa formulacdo de analise de robustez usando valor singular
estruturado generalizado. As incertezas consideradas provém da parte linear e do fato de se
simplificar a fungdo descritiva. Os limites do valor singular estruturado generalizado
fornecem limites para a amplitude dos ciclos-limite.

Fadali e Chachavalvoong [12] e Huang et al. [13] empregaram uma generaliza¢ao do
teorema de Kharitonov para analisar o efeito de incertezas paramétricas sobre a condicao de
existéncia de ciclo-limite dada pelo método da funcdo descritiva. A mesma condi¢do foi
analisada por Nataraj e Barve [14] usando um algoritmo de analise de intervalos que permitia
analisar e projetar ciclos-limite com determinados intervalos de amplitude e freqiiéncia. Na
presente pesquisa, esse procedimento motivou o uso de algoritmos baseados em algebra de
intervalos sobre a condi¢do de existéncia de ciclos-limite dada pela expressdo exata do lugar
de Tsypkin. Mas essa idéia foi abandonada porque nao se conseguiu desenvolver algoritmos
que mostrassem o problema computacionalmente tratdvel, o que ocorreu provavelmente
porque a funcdo estudada possuia muitas dobras decorrentes de uma dependéncia complexa

do lugar de Tsypkin com relacdo aos pardmetros do modelo e de controle.
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Tan e Atherton [15] apresentaram um método de computo de envelopes de amplitude e
fase de fungdes de transferéncia incertas e aplicaram o método da fun¢do descritiva para
prever a existéncia de ciclos-limite. Esse trabalho motivou a representagdo de incertezas aqui
utilizada.

A abordagem mais consistente para tratar os efeitos do uso da funcdo descritiva foi

introduzida por Katebi e Zhang [16]. Eles aplicaram a metodologia x a sistemas cuja parte

linear possui incerteza de norma limitada e incorporaram a descri¢do do problema a dinamica
negligenciada pelo método da funcdo descritiva na forma de incerteza ndo-estruturada. De

modo similar, Leephakpreeda [17] propde uma abordagem usando controle H,, para prever

ciclos-limite em sistemas com controladores fuzzy. Neste caso, considerou-se a aproximagao
da fungdo descritiva como unica fonte de incertezas e utilizou-se o teorema dos pequenos
ganhos para provar a inexisténcia de ciclos-limite. No desenvolvimento desta tese, a proposta
de Leephakpreeda conduziu a primeira tentativa de analise de robustez. Contudo, averiguou-
se que essa metodologia ¢ interessante apenas para sistemas com nao-linearidades ndo muito
fortes, como saturacdes e controladores fuzzy. No caso de relés, o peso da incerteza
multiplicativa originada pela aproximacdo da func¢do descritiva ¢ superior a 1, o que implica
um conservadorismo grande a ponto de ndo existir robustez. A conclusdo natural é que ndo ¢é
possivel analisar consistentemente a robustez do sistema sem considerar harmonicas

superiores.

7.1 O método de Tsypkin

Nesta secdo sdo obtidas condi¢des necessarias para a existéncia de ciclos-limite
conforme o método proposto por Tsypkin no seu estudo de sistemas com relé¢ [28]. Essas
condi¢cdes sdo apenas necessarias porque o método ndo verifica a inexisténcia de
chaveamentos intermediarios. Suponha-se que a saida dos atuadores seja periddica como

mostrado na figura 7.1:
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M(t) 4

|

T/2+tligd

v

tigd  T/2 T ¢

Figura 7.1 — Saida dos atuadores com periodo T

Essa onda periddica ¢ equivalente & soma de duas ondas quadradas de amplitude 1/2,
estando uma atrasada de tligd com relagdo & outra. Denotando w, =277, a seguinte

decomposicdo em série de Fourier ¢ dada:

— jkatligd ]
M@)y= . %Im (“ef}eﬂ‘%f (7.1)
k
impar

Note-se que para @)y =@, , a terceira harmonica do sinal M(f) tem amplitude

equivalente a 91% da amplitude da primeira harmonica, o que explica em parte os problemas
da aproximacdo da fungdo descritiva que se constatam no capitulo 9. As duas condi¢des

necessarias para a existéncia de ciclo-limite devem ser verificadas:

u(T/2)=0
7.2

d—u(T /2)<0 7.2)

dt

Note-se que essas mesmas condi¢des seriam suficientes se a elas se acrescentasse

u(t) > 0,Vt e[tligm,tligd| U [tligd + tlig, T / 2) (7.3)



79
Considerando-se a func¢ao de transferéncia em malha aberta

L(s)=-U(s)/M(s)= 572 (1 + s)D(s)C(s) e reorganizando os ganhos na constante k, = % ,

as condicdes acima podem ser reescritas como

—jkatligd \
w(T/2)= z ‘:[k/; Im{_L(jwok)[He—]ejkon/z}

T 2
impar (7 4)
4 — jkaytligd '
=3 He ) Ljah| |l <0
. Tk 2
impar
du 4k 1+e—jka)0tligd ikanT /2
—(T/2)= L Im< — jogkL( jawgk)| ———— [/
dt( ) ;ﬂk {Jo(]o){ 5
impar - (75)
—jkaytlig
oy Y W Red L(japh)| |l <0
c 7 2
impar

Enfim, define-se o lugar de Tsypkin A(a)):l%(ﬂ/ W)+ ju(r/ w), que assume a
@

forma final:

4k keootlied _Jjkotligd 1 _Jjkotligd
NCOEDS rcos( 2ije Lijokle 2+ joimiLijoke 21 \(7.6)
k 7[
impar

Portanto, a fim de que um ciclo-limite de freqiiéncia angular @, possa existir, ¢
necessario que ZA(wy) =7, o que € equivalente a condi¢do (7.2). Dessa forma, o lugar de

Tsypkin ¢ uma ferramenta util na determinagdo de propriedades do ciclo-limite tais como
amplitude e freqiiéncia. Uma formulagdo equivalente ao método de Tsypkin ¢ o método de

Hamel [63], que obtém as condi¢des em (7.2) no dominio do tempo e traga a curva

(u(T / 2),6;—u(T / 2)] no plano de fase. Uma vantagem desse método ¢ o fato de permitir um
t

d¢

projeto grafico de controladores com realimentacao do tipo —z¢(t)+7
t

(¢). Aqui, porém, o
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método de Tsypkin € preferido uma vez que permitird tratar incertezas de modelagem com

facilidade.

7.2 Amplitude do ciclo-limite

Nesta secdo encontra-se o calculo das amplitudes de posi¢ao e velocidade de rolamento

no ciclo-limite. Definindo L, (j®) = ®(jw)/M (jw) e assumindo que para valores pequenos

de @, vale a aproximacdo L,(jo)= —0 2, pode-se calcular facilmente a amplitude de ¢(¢)

considerando sua expansdo em série:

. Jkaoo (t—tligd /2)
o) = Z 4k, cos(kwothgdjlm © (7.7)
. Tk 2 —(a)ok)2
impar
. ke (t—tligd /2)
0(t) = o, Z 4k, cos(kwotllgd j Red < (7.8)
P 2 ~(apk)
impar
Enfim,
r  tligd
H(tmin) =0= Imin ® 5+ £
2w, 2
4k kogtligd rk
= P(tpin) =— F—sen| ————+— 7.9
fltmn) == 2.~ ( : 2] (7.9)
impar
De modo anélogo,
do tligd
Z(tmin) =0= fyin =

= Ot) =— z 4k, > cos(kwoﬂlgdj (7.10)

impar
A amplitude pico-a-pico @, ¢ tracada em funcdo de @, na figura 7.2, bem como ®pp.

Uma vez que @, decresce estritamente com @, a amplitude ¢ minima para @, = e

a)max
tem valor pico-a-pico de 0.0275k, . Note-se que, mesmo que haja um significativo atraso
2 e jot

introduzido pela dindmica do atuador de forma que L,(jw)=-o , 0 calculo da
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amplitude feito acima permanece valido, alterando-se apenas os instantes em que ocorrem 0s

extremos locais.

14 T T 20 T T T

[°/s]

PP

@

@, [rad/fs] o4 [rad/s]

Figura 7.2 — Amplitudes pico-a-pico de ¢(¢) e 6(¢) em funcdo da freqiiéncia angular de oscilagdo para

k. =2.05-10"" [rad/s2]

7.3 Estabilidade do ciclo-limite

Esta secdo desenvolve o critério de estabilidade que serd usado como teste pratico ao
longo deste texto. Para analisar a estabilidade do ciclo-limite predito pelo método de Tsypkin,

considere-se que a entrada periddica dos atuadores uy(f) € perturbada por um sinal de

amplitude infinitesimal u, (¢):

u(t) = up (£) +uy (t) (7.11)

Entdo, a perturbacdo M ,(¢) induzida na saida serd um trem de pulsos de amplitude 1

com duracdo At e inicio nos instantes k7°/2, quando o atuador ¢ desligado, € nos instantes
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kT /2+tligd , quando o atuador ¢ ligado. Como At deve ser tal que u(kT/2+At,)=0,

pode-se usar uma aproximacao de primeira ordem e obter

uy (kT 12)

At = — @(kT/z) (7.12)
Mas, devido a periodicidade, tem-se At = (-1 )k+1 uy (kT /2)/u’, onde u —‘—(T / 2)‘
No limite, os pulsos podem ser aproximados por impulsos, de modo que
M,(@) :%iud(kTM)[&(t—kT/Z)+5(t—kT/2—tligd)] (7.13)

k=0

Assim, pode-se tratar a perturbac¢do u,;(k7'/2) como a saida de um sistema amostrado a

uma taxa 7'/2 com fungao de transferéncia de malha aberta

—stligd
L (s)_zk [“62 i ]L(s) (7.14)

Em seguida, aplica-se a prova de estabilidade elaborada por Tsypkin [28], que estuda a

estabilidade usando o teorema de Nyquist para sistemas amostrados. Para tal, considere a

transformada de Laplace discreta para a freqiiéncia de amostragem 2, :

Li(s) =2 Z Lg(s+2 jkay) (7.15)
Vs
Dado que Lg ¢ marginalmente estavel e supondo que L; (jw) cruza o eixo real

negativo apenas uma vez, o ciclo-limite sera estavel se esse cruzamento se der a direita de -1.

Porém, recorrendo a defini¢ao de A(w),

k —00

M =1 (7.16)
u'

Portanto, o sistema amostrado ¢ marginalmente estavel, o que requer o estudo de como

Lg(jw) contorna o ponto -1 para @ nas vizinhangas de @y . Para isso calcula-se
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dLs(jo) :ﬂi dLs(jo +2jkay) _
dw Vs dw et
W=

S - (7.17)
:&i 1 dLg(jay +2jkay)
T —_ 2k+1 d(()o
dLg (jkay)

Lembrando que Re
d (O

} ¢ uma funcdo par com respeito a k£ e recorrendo

novamente a definicdo de A(w), chega-se a

{M} - jw—?lm{d—A(a)o)} (7.18)
do e u do

0
0

. * . ~ /4 14
Assim, Lg(jo) ndo contornard -1 se e sO se

dA
Im{—-(@y) >0 (7.19)
do
~ * . . y e
Como em geral ndo se demonstra que Lg(jw) cruza o eixo real uma unica vez, a
condicdo acima ¢ na pratica apenas necessaria. No entanto, serd de interesse no decorrer do
texto, uma vez que ¢ um critério grafico para mostrar a inexisténcia de ciclos-limite estaveis.

Adicionalmente, nota-se que sob as hipdteses acima haveria instabilidade do ciclo-limite no

sistema estudado se a fun¢do de transferéncia em malha aberta possuisse fase ndo-minima,

uma vez que o setor de raio infinito de Lg(jw) contornaria -1.

7.4 Expressado exata do lugar de Tsypkin
Uma formula exata para o lugar de Tsypkin sera Util no estudo paramétrico do sistema.

Além disso, ela permitird também avaliar erros de truncamento no célculo de A(w). Esta

secdo ¢ dedicada ao desenvolvimento dessas expressdes exatas.

Sejam P(s) e O(s) polindmios tais que

P(s) s
L(s) = 7.20
(s) 200) e (7.20)
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com polos simples p, ndo-nulos. Para esse caso Tsypkin fornece a expressdo exata para

A(o) [28]

el POl (,_\x] S _Pw) |, 2exe(p(fr/0-7))
Re{A(w)} =(-1) Z{c @{r [z 2)@} ZV:Q’(pv)pf {1 op(pra) |[02)

el oz 2l -3
+Z P(p,) {1_2exp(pv(fﬂ/wr))}} (7.22)

~ 0'(p,)p’ 1+exp(p, /)

Im{A(w)}

onde ¢ ¢ inteiro tal que (¢ —1)Z <w<tZ e ¢ = lim sL(s). No caso em estudo,

T T §—>00
P 1 —stligd B
L(s) = 2(5) re e (7.23)
s70(s) 2
ha dois atrasos envolvidos: 7 e 7'=7+tligd . Como, na faixa de interesse,

<y < T T z, tem-se /' =/(=1. Assim, recorrendo a (7.21) e (7.22), obtém-se
tlig+tligd '

el a3

exp(p, (r/o—-71))+exp|p, (7/0—7' (7.24)
_Z P(pv)2 1 ( ) ( ( ))
Q'(p,)p, l+exp(p,7/@)

14

Im{A(a’)}Zkr{@{(i—ﬂj(ﬁf}“r—rl—i{@} (i_ﬂj

00| 20 2 2 ) 2 as| o) | 20 2
P(p,) exp(pv(ﬂ/a)—r))+exp(pv(ﬁ/a)—z"))

+ZQ’(pv)pf ) 1+exp(p, 7/ o)

14

(7.25)

T T
Para — <o <—

7' tlig

, A(®) pode ser calculado fazendo-se ¢'=2 e (=1:
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k. [ PO '
Re{A(w)} :_a; {—QEO; (_27; _r-r . Tj

Wy ) [ew(mzﬂ/wr'))exp<pv<n/m>>}} (720

~ 0'(p,)p’ 1+exp(p, /)
m{A(@)} =k @(l_f"fjtﬁ_f'”}i@ (L_ﬂ)
ool 20 2 Ne 2 )Tas| o] 20 2

+Z P(p,) l:exp(pv(zﬂ'/a)fl))eXp(pV(yz'/a)z-)):H (7.27)

~ 0'(p,)p’ 1+exp(p,7 /)

7.5 Efeitos do truncamento no calculo do lugar de Tsypkin
Conhecendo a expressdo exata para o lugar de Tsypkin, pode-se avaliar a precisdo da
série truncada para o mesmo. Para isso, adotou-se a estrutura da dindmica de acionamento que

foi eleita para a andalise de robustez nos capitulos seguintes:

—ST
e

D(s) = (7.28)

as+1
Tomando alguns valores tipicos de p, z, 7 e «, analisou-se como A, o erro relativo

na determinagdo de @,, varia em fun¢do do nimero N de termos em que ¢ truncada a série

de (7.6). A figura 7.3 exibe um dos piores resultados encontrados, ou seja, um daqueles em
que A® decai numa taxa abaixo da média. Pelo grafico, vé-se que uma aproximacdo de
primeira harmoénica pode levar a um erro de até 20% na determinag¢do da freqiiéncia de
oscilagao.

A partir do gréfico, conclui-se ainda que N =9 ¢ suficiente para que Aw < 0.02, o que,
pela andlise da curva da figura 7.2, garante um erro algo menor que 1% na determinacdo da

amplitude nas vizinhangas de @, -

Contudo, no capitulo 9 constatar-se-4 que tal
truncamento ainda ndo € suficiente para que haja uma boa precisao da fronteira de bifurcacao.

Naquele capitulo optar-se-a por N =35, que ¢ um valor razoavel, dado que ap6s a oscilacdo

que se vé no grafico o erro tende para o limite de precisio proximo a 10~
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Figura 7.3 — Influéncia do termo de truncamento no erro relativo da freqiiéncia de oscilag¢do calculada para o

conjunto de parametros p = -5, z=-6, 7 =7 [ms]e @ =3 [ms]

7.6 Lugares de Tsypkin tipicos
Esta secdo apresenta uma discussdo sobre os principais resultados que o método de

Tsypkin prové para o sistema em estudo.
A primeira observagdo importante deve ser feita com relacao ao ponto de equilibrio na

origem. Note-se que, ndo houvesse restricdes temporais para os atuadores, seria possivel um

T _l=o. Contudo, nessa freqiiéncia a saida
tligd

ciclo-limite com freqiiéncia @, =——, pois A
tligd

M (t) do atuador € nula. Isso significa que esse ciclo-limite ¢ na verdade o ponto de equilibrio
: . . . dA . . :
na origem. Assim, sendo a derivada a esquerda Im T2 %ig 4| { positiva, o sistema poderia
@

ser estabilizado pela aplicagdo de pulsos de duracdo infinitesimal.
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Procede-se em seguida a andlise dos lugares de Tsypkin que resultam tipicamente das

expressdes exatas dadas acima. Definindo 7 = exp(—p,7)+exp(—p,7’), podem-se reescrever

os termos da série em (7.25) como

eXP(Pv (ﬂ/al);:x)z ::;}T)/(j)/ (ﬁ/a)_ T,)) _ %[1 +th (Z_Z/D (7.29)

Portanto, percebe-se que a parte imaginaria do lugar de Tsypkin ¢ formada pela

superposi¢do de uma série de tangentes hiperbolicas e de um polindmio de primeira ordem em

T e , o
T =—. Esse fato impde limitagdes importantes em Im{A(a))} , COMO Um numero maximo
w

de freqiiéncias de oscilagdo. No caso, por exemplo, de dois polos reais p, e atraso nulo

(r=0), Im{A(a))} consistira na combinacdo linear de duas tangentes hiperbolicas e de uma

reta. Entdo, ¢ possivel mostrar que tal lugar de Tsypkin podera apresentar até trés
cruzamentos do eixo real.

b) )
N Im

Im

Re :

, Re

7/ Mo)

Figura 7.4 — Lugares de Tsypkin tipicos
Para todos os modelos do sistema estudado, foram observados apenas lugares de
Tsypkin semelhantes aos da figura 7.4. Na figura 7.4-a, o lugar de Tsypkin corresponde a um
sistema que possui ponto de equilibrio instdvel. Na figura 7.4-b, a linha continua (tracejada)

corresponde a um sistema que possui ponto de equilibrio instavel (estavel) e um ciclo-limite
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estavel (instavel). Conforme comentado acima, a existéncia de um ponto de equilibrio estavel
requer a violagdo das restrigdes temporais de chaveamento. Portanto, uma outra modalidade
de movimento persistente deve instalar-se quando a trajetoria se aproxima do ponto de
equilibrio no caso da linha tracejada em 7.4-b. No caso 7.4-c, um ponto de equilibrio instavel,
um ciclo-limite estavel e outro de menor freqiiéncia, mas instavel, coexistem.

Além disso, a presenca de um duplo integrador implica lim ZA(w)=7x. Logo, deve
o—0"

haver um ciclo-limite com freqiiéncia muito baixa e amplitude muito alta, possuindo uma
resposta transitoria muito longa, ou seja, uma trajetoria divergente para infinito. Ora, se a
freqliéncia ¢ nula, ndo ha chaveamento e, portanto, ndo ha controle. Nos casos em tracejado
da figura 7.4, o critério de estabilidade se verifica para esses ‘ciclos-limite’, isto €, o sistema
estd sujeito a instabilidade. Assim, 7.4-b e 7.4-c mostram que atratores estaveis e regides de
instabilidade podem ser encontrados num mesmo sistema.

Uma explicagdo para as formas de A(w)observadas pode ser dada por uma analise dos

residuos:
PO) =z

_PO) _z 7.30
“T00) p .

_d|Ps)| _z,. | p-z
CO‘_ds{Q(s)LO p(1 Q) = (7.31)
.- P(-la)  ala-D(1+az) (7.32)

Q'(-1/a) (+ap)
o - P _(A+p)p-2) (7.33)

T prap)

O coeficiente angular da reta em 2£ da parte imaginaria do lugar de Tsypkin ¢
1)

oz

b b

T+7 ) ) ..
00( j—cm, que pode assumir valores negativos ou positivos. Como |a
2

ap|<l,

¢, pode assumir valores positivos ¢ negativos mas ¢, sera sempre positivo. Assim, néo ¢

possivel uma combinagdo de trés residuos negativos, o que justifica a inexisténcia do lugar
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oposto ao da figura 7.4-a. Igualmente, ndo € possivel uma combina¢do de parametros em que
a tangente hiperbolica mais rapida (aquela que depende de « ) € negativa e a mais lenta ¢
positiva, situagdo necessaria para que exista o lugar oposto ao da figura 7.4-c. Quanto a parte
real do lugar de Tsypkin, como o sistema ¢ estavel e de fase minima, tem-se que ¢, >0
garante que o lugar de Tsypkin esteja no semi-plano real negativo para valores de @ nao

muito grandes.

7.7 Assimetria nos atuadores

Um outro método exato para determinagdo de ciclos-limite ¢ o método de Lure que
também se baseia na verificagao das condigdes (7.2), usando, porém, técnicas no dominio do
tempo [64-65]. Esse método sera apresentado em seguida para esclarecer as conseqiiéncias da
assimetria nas dindmicas de acionamento e desligamento dos motores. Tal estudo tem o fito
de fundamentar o emprego da simplificagdo que envolve considerar essas dinamicas
simétricas.

Suponha-se que, enquanto os motores estiverem desligados, a matriz do sistema seja 4,
e que haja um atraso 7; no seu desligamento apds o cruzamento da superficie de
chaveamento; e que, enquanto os motores estiverem ligados, a matriz do sistema seja 4, e
que haja um atraso 7, no seu acionamento. Além disso, denotar-se-4 B=B; e
H=[0 0 0 0 1 0].

Suponha-se ainda que o sistema opera em ciclo-limite com periodo 7. Assim, a cada
meio ciclo, o termo forgante M (7 —7) permanecera nulo por um tempo ¢, =tligd +7, —7; ¢
atuante por um tempo ¢,, =T/2—tligd + 7, — 7, . Seja x; o estado em que M (¢t —7) salta de -1

para 0. Entdo, pode-se determinar x;:
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2 ‘
At At g on
x(T) = (eAzt""e toff ) X0 +(eA2t""e tof —I)I e’ Bdo = x,
0

t
A Aty Aty \ [ o
= ([—eAzt""e toff )([+eA2t""e tof )xo :—(I—eAztm’e toff )J. e29Bdo (7.34)
0

-1 pt
At o on _
= Xy =—(1+eA2t"”e relf ) I e Bdo +av =%, +av
0

Al :
hlong™oly, —y  Como 4, e A, diferem apenas pela

onde a e R e v ¢ autovetor tal que e
dindmica do atuador, v também € autovetor dessas matrizes de modo que 4jv=A4,v=0.

Para que M (t—17;) chaveie em ¢ =T7/2 ¢ necessario que u(7/2—1,)=Hx(T/2—1,)=0.

Recorrendo-se a defini¢do de x, calcula-se

‘
At 4 on
X(T/2) = e™lon g™l x, +I e’ Bdo
0

-1 pt
Al At . At on Al -
:(—eAztf’"e Ay )(I+eA2t0”e 1”-”) j e Bdo + ae®'on ™y (7.35)

0
=—Xy +av
Agora, definindo X =x(7/2-17;), tem-se
_ ATy ~ a Ao
x(T/2)=-Xy+av=e 2‘x+I e’ Bdo (7.36)
0
Como e’ ¢ inversivel, pode-se escrever
a
F=—e kN [)?0 —av +J eAZGBdaj (7.37)
0

Analogamente, define-se %' = x(7'—7;), de modo que

= _ A2T1 ~r a AZU
x(T)=Xy+tav=e""x"—| e™2"Bdo (7.38)
0
oque levaa
T
M=k ()?0 +av +J‘ 1 eAZGBdaj (7.39)
0

Mas Hx = Hx' =0 implica a =0, uma vez que He 27y =Hy#0. Assim, o periodo T

¢ determinado pela solucao de
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y o4
He 21| X, +I e Bdo |=0 (7.40)
0

Como 7, ¢ muito maior que o tempo de acomodagdo das curvas de acionamento e

. , At o Ayt o . . .
desligamento, é de se esperar que e ' ~e > . Assim, definindo ¢, =T/2—1tligd , pode-se

reescrever a partir de (7.34)

-1 pto,+7—T

% =—(1+e%7?) j " o By (7.41)
0

As equagdes (7.40) e (7.41) sugerem que a melhor aproximagao que considera atuadores

simétricos serd obtida fazendo-se 4= 4, e 7 =7;. Ainda assim, o termo 7, —7; que aparece

nos limites da integral introduz erros significativos na determinagdo de 7. Para o modelo

simétrico, tal diferenga pode ser entendida como uma incerteza em t/igd . A observagao de
(7.41) sugere que essa incerteza pode ser aproximadamente balanceada por um aumento em

T equivalente a 2(1’2 —rl). Felizmente, supde-se que o atraso de acionamento ¢ em geral

superior ao atraso de desligamento, o que serd como se tligd fosse maior do que o

considerado e terd um efeito de diminui¢do da freqiiéncia de oscilagdo. Por isso, considerar a
simetria nos atuadores nado comprometera a analise de robustez da condi¢ao de existéncia de
ciclo-limite, mas tornad-la-4 mais conservadora. Todavia, 0 mesmo ndo se darda quando o
objetivo for delimitar inferior e superiormente os conjuntos de possiveis amplitudes e
freqii€ncias.

O método de Lure foi aqui utilizado para compreender qualitativamente o efeito da
simplificacdo num sistema hibrido assimétrico. Porém, na caracterizagdo numérica do ciclo-
limite, prefere-se o lugar de Tsypkin ao de Lure, uma vez que este ¢ de célculo mais
trabalhoso. Na analise de robustez também o lugar de Tsypkin € preferivel, uma vez que ¢

mais fécil trabalhar com incertezas no dominio da freqiiéncia.
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8 Caracterizacao de erros de modelagem

Este capitulo ¢ dedicado a caracterizacdo do conjunto & de modelos que podem
representar o sistema real, o qual estd sujeito a incertezas de modelagem. A partir dessa
caracterizagdo deseja-se encontrar o conjunto .4 das possiveis amplitudes do movimento
resultante e verificar se 0 mesmo satisfaz os requisitos de projeto. No caso de ciclo-limite, .4

dependera diretamente do conjunto das possiveis freqiiéncias # .

8.1 Fontes de incertezas no modelo
Duas das maiores incertezas no modelo adotado residem no momento de inércia J € no
empuxo F', os quais variam com o tempo devido ao consumo de propelente e ao decaimento

da pressdo atmosférica. Uma vez que a lei de realimentacdo e a lei de controle C(s) sao

lineares, esta claro que essas grandezas, variando muito lentamente, afetam apenas a
amplitude do movimento sem influenciar o tipo do comportamento dinamico. No capitulo 2
apresenta-se F' com uma incerteza relativa de 5%. Assim, também a amplitude do ciclo-
limite estara sujeita a uma incerteza relativa de 5%. Outra fonte de incertezas seria o
acoplamento do angulo de rolamento com os outros modos. Contudo, neste trabalho sera
considerada apenas a incerteza na dindmica de acionamento do atuador, uma vez que erros em
J e F sdo de facil analise e que o acoplamento com os outros modos, além de ser de analise
mais complexa, pode ser desprezado no projeto original [22].

Considerando-se as caracteristicas dindmicas do atuador apresentadas no capitulo 2,
observa-se que ndo ha simetria entre as dinamicas de acionamento e desligamento dos
motores € que as mesmas podem variar com o tempo. Uma andlise de tal complexidade esta
além do escopo desta pesquisa. Por isso, esses complicantes do problema real serdo
desconsiderados. No entanto, acredita-se que ainda assim a andlise de robustez aqui

apresentada possa ser empregada no projeto de controle do sistema real, dado o seu
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conservadorismo. Por exemplo, se a alteracdo na dinamica dos atuadores se der lentamente,
sera razoavel a aproximagao de que o sistema atua em ciclo-limite com freqiiéncias variando
lentamente em # e serda possivel obter um calculo bastante acurado de .4 . Sobretudo,
reforca essa hipotese o fato de que as grandezas dinamicas pertinentes evoluem de forma
monotdnica durante a subida da atmosfera. Ademais, embora as dinamicas de acionamento e
de desligamento sejam diferentes, sdo parecidas e possuem tempos de acomodacdo bem

menores que tligd , o que torna essas diferencas pouco significantes para o calculo de .4,

como discutido no capitulo anterior.

Duas abordagens de representacdo de incertezas serdo adotadas: uma paramétrica e
outra ndo-paramétrica. A representagdo paramétrica das incertezas ¢ vantajosa porque permite
o uso da expressio exata do lugar de Tsypkin, o que evita erros de truncamento. E também
importante porque identifica uma estrutura plausivel para a dindmica estudada, o que favorece
o uso do raciocinio qualitativo. Mas, sobretudo, simula¢des de validagdo apenas serdao
possiveis se uma representacdo paramétrica das incertezas for disponivel. Por outro lado, uma
representacdo estruturada ndo abrange toda a riqueza da dinadmica estudada. Dado que pouco
se conhece da dinamica que se deseja caracterizar, essa deficiéncia pode ser problematica.
Além disso, uma andlise paramétrica requer um esforco computacional maior que o de uma
analise que usa incertezas ndo-estruturadas. Assim, uma formula¢cdo ndo-estruturada das
incertezas faz-se também interessante. No capitulo seguinte os resultados da andlise de
robustez usando ambas as representagdes serdo comparados quanto ao seu conservadorismo e

velocidade de processamento.

8.2 Envelope temporal para as curvas de acionamento e desligamento
As dinamicas de acionamento e desligamento podem ser inclusas numa mesma familia

2 de possiveis fungdes de transferéncia D (s). Seguindo os atrasos dindmicos indicados no

capitulo 2, vé-se que 2 esta contida numa familia 2’ a que pertencem as fungdes de
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transferéncia cujas respostas a degrau sdo limitadas no intervalo [0,75] por uma resposta

rapida e outra lenta:

re(£) = 0.11() + 0.81(t — 7,) + 0.1(t — )

(8.1)
1 () =0.10(t — 73) + 0.81(t — 7, )+ 0.1(t — 75)

onde 71 =9 [ms], 7, =15 [ms], 73 =30 [ms], 7, =50 [ms], 75 =100 [ms] e [(¢) ¢é a
fun¢do degrau unitario. Nao havendo uma especificagdo para 75, optou-se por arbitrar um

valor suficientemente grande para essa grandeza. As respectivas funcdes de transferéncia sao

Dy (s)=0.1+0.8¢"°" +0.1¢ %

Dg(s)=0.1e 2 +0.8¢ ™ +0.1e7*7

(8.2)

09~ p——— — e e ]

08r-

0.7r-

06

05

[ dit) dt

0.3

02

O p-F——#= -

| | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t[s]

Figura 8.1 — Envelope para as curvas de acionamento/desligamento (linha descontinua) e aproximagdes racionais

de 2% ordem para esse envelope (linha continua)
As fungdes em (8.1) definem um envelope em que estdo contidas as possiveis respostas
dinamicas dos propulsores durante seu acionamento ou desligamento. A figura 8.1 apresenta

esse envelope em linha descontinua e mostra as respostas de segunda ordem que melhor se
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ajustam aos vértices de suas bordas. Note-se que, uma vez que uma resposta real ndo devera
possuir vértices como os da figura, o envelope proposto é claramente conservador. Contudo, 0
conservadorismo é um pre¢o mais baixo que aquele que se pagaria na realizacdo de ensaios de

medicéo para obter mais pontos desse envelope.

8.3 Ajuste de respostas dinamicas ao envelope

O problema de encontrar fungdes de transferéncia com estrutura determinada cujas

respostas se ajustam ao envelope temporal dado por rg(t) e rg(t) € formulado como um
problema de minimizacdo de uma funcdo custo. Seja uma classe de fungdes de transferéncia
multiparamétricas D(b;,s) com resposta a degrau r(b;,t), onde b, €V < R',V é compacto,

e ¢ é inteiro positivo. Entdo, o problema de ajuste pode ser resolvido através dos dois

problemas de otimizacdo a seguir.

by = min [(1— 021 () + Ky (1= 2) e (r{)ﬂ
i (8.3)

*

by min [(1— r(b; ,13)/rG (2'3+))2 +K, (1— r(b; ,74)/rG (Tf))z}

eV

Para resolver tais problemas foi suficiente repetir o método de busca de Nelder-Meads
(rotina fminsearch.m do Matlab) a partir de alguns conjuntos de parametros b; escolhidos
aleatoriamente. Note-se que € importante escolher altos valores de K; e K, para que 0s

resultados sejam compativeis com o conceito de envelope. Se, por exemplo, é feita a escolha

K, =1, r(bi*,r4) estara muito abaixo de 0.9 de forma que ndo se podera considerar que

r(bi*,t) esta dentro do envelope. Também, se se escolhe K; =1, r(bi*,rz) sera tdo baixo que
havera um conjunto consideravel de fungdes que estdo dentro do envelope mas que sdo mais

rapidas que r(bi*,t).
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8.4 Caracterizacdo paramétrica das incertezas

Adotou-se K| =K, =8000. A classe de fungdes de transferéncia escolhida para analise
foi

e T(ys+1)
(as+1)(Ps+1)

No caso 7=y =0, o ajuste pode também ser tentado pela solucdo de sistemas nao-

D(b,,s) = (8.4)

lineares de duas equagdes e duas incognitas. Entretanto, os resultados mostrados na figura 8.1
sugerem que esses sistemas ndo possuem solugdo. No ajuste para a resposta mais lenta,

obteve-se @ = f=13.2 [ms]. Para a mais rapida, = f =4 [ms]. As curvas de Bode dessas

aproximagoes sdo comparadas com as de Dy e D na figura 8.2.

D)

£ D{jo) [']

o
[=]
(=]
T
&
1

-300 — : R : _—
10 10 10

o [radfs]

Figura 8.2 — Curvas de Bode para Dy (s) ¢ Dg(s) (linha descontinua) e para suas aproximagdes de 2 ordem
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No caso 7=0e y#0, o procedimento de otimizagdo proposto ¢ prejudicado pelo

aparecimento de minimos locais que correspondem a respostas com undershoot ou sobressinal,
comportamento que ndo ¢ natural no sistema de propulsdo estudado. Nesse caso ¢ possivel
acrescentar um termo a funcdo custo que penalize o aparecimento de tais fendmenos.
Procedendo assim, pode-se concluir que a adicdo de um zero em pouco contribui para a
melhoria do ajuste desejado. Enfim, a pobreza desses ajustes sugere que dificilmente uma
familia de fun¢des de transferéncia racionais de baixa ordem oferecerd uma boa representagao
de 2. Tentativas de utilizar fungdes de ordem superior confirmaram essa idéia.

Observa-se que tal dificuldade ¢ devida a um repentino aumento na velocidade de
acionamento/desligamento, o que sugere a existéncia de um atraso puro. De fato, a ocorréncia
de atrasos significativos no transporte do combustivel fundamenta essa idéia. No caso

L =y =0, 0 problema de ajuste pode reduzir-se a solu¢ao dos sistemas

re(n )= [l—e_(fl_rp)/aF }Z(Tl ~TF)

- (8.5)
re(ty )= _1—‘3_(72_TF)/0!F }l(fz ~7r)
(5" =[ 1-e (770 % }l(ﬁ ~75)
c (8.6)
T _1 —e () ag }1(74 -75)
As respectivas solugdes podem ser encontradas facilmente
ap = _Tz —h -
In (1= (z7) )= In(1= 75 (7 7)
- _ (8.7)
7, ln(l—rF(z'l ))—z‘lln(l—rF(rz ))
TF = _ _
In(1=r(7,7)) = In (1= 7 (2,7))
= _T4 — T3 -
ln(l—rF(r3 ))—ln(l—rF(r4 ))
(8.8)

B 74 ln(l—rF(r3_))—r3 ln(l —rF(r4_))
6= ln(l—rF(z'3_))—ln(1—rF(r4_))
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Para a aproximagdo Dy (s) da resposta mais rapida, gerada a partir da fungdo de
transferéncia Dy (s), tem-se oy =2.73 [ms] e 7 =8.71 [ms]. Para a aproximagdo Dg(s) da
resposta mais lenta, gerada a partir de Dg(s), ag =9.10 [ms] e 75 =7, =29.04 [ms].

Além disso, ¢ interessante avaliar qual seria a resposta com menor faixa de passagem, que ¢

aquela que possui o maior valor de @ e menor valor de 7 . Tal situa¢ao ocorre quando

r(b;, ) =rge(7)

r(b, 1) =16(74")

(8.9)

[ dity dt

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
t[s]

Figura 8.3 — Envelope para as curvas de acionamento/desligamento (linha descontinua) e aproximagdes com

B =y =0 (linha continua)
Os parametros correspondentes sa0 @, =18.66 [ms] e 7., =7.03 [ms] ¢ a

correspondente fungdo de transferéncia serd denotada Dpg(s). As curvas resultantes sdo

tracadas na figura 8.3.
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Considerando-se razoavel um valor minimo «,,;, =ar =2.73 [ms], ¢ possivel

estabelecer 0 dominio abaixo para os parAmetros « e 7 com base na condi¢io 7(¢) > 75(z,").

Esse dominio também ¢ retratado na figura 8.4:
Telr

min,Tmax ]

T—1Ty (8.10)

20 | |

16

14

12+ -

o [ms]

10 -

T [ms]

Figura 8.4 — Regido de possiveis valores para os pardmetros de D(b;,s) com =y =0

Obviamente, fazer f#0 e y #0 aumenta o nimero de graus de liberdade para o

problema de ajuste e torna a familia de fun¢des consideradas ainda mais abrangente. Contudo,
julgou-se que isso seria uma complicacdo desnecessaria dada a capacidade da aproximacao
anterior de bem representar o conteudo espectral das respostas desejadas na faixa de

freqiiéncia de interesse, como mostrado na figura 8.5. Conforme se discute no capitulo
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seguinte, a faixa de freqiiéncia estudada devera incluir a 35* harmonica da méaxima freqiiéncia
do ciclo-limite, o que implica uma banda de interesse de 183 [rad/s]. Uma comparacdo das
figuras 8.2 e 8.5 esclarece as diferencas entre as classes de fungdes envolvidas, mostrando as
deficiéncias de uma aproximagdo racional principalmente no que tange a representacdo do

conteudo espectral de fase.

D)l

-15 : . ‘ —_—
10

L

o

s
T

-400

-500

-600 : e ‘ L
10 10 10

o [rad/s]

Figura 8.5 — Curvas de Bode para D (s) e Dg (s) (linha descontinua), para suas aproximagdes D,‘f- (s) e

D (s) (linha continua) e para Dj; (s) (linha com pontos escuros)

8.5 Caracterizacdo de incertezas ndo-estruturadas

Nesta secdo, trata-se da determinacao de envelopes de amplitude e fase. O fato de nao
haver um método rigoroso de se determinar o envelope de amplitude ndo ¢ muito grave, uma

vez que na maior parte da faixa de interesse tem-se | D(j®)| muito proximo de 1, o que

indica que o envelope de amplitude terd um papel pouco importante na caracterizagdo dos
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ciclos-limite. Por isso, optou-se por adotar um envelope de amplitudes derivado da
caracterizagdo paramétrica acima. Seus limites sdo dados por | Di(jw)| e | Dig(jw)|. A

primeira vista, pode parecer que um limitante inferior mais preciso para a amplitude poderia
ser obtido com uma fungdo de maior ordem, pois esta possuiria um decaimento mais rapido
com a freqiiéncia. Porém, como a faixa de passagem contém a faixa de interesse, as

aproximagdes de ordem maior mostraram possuir amplitudes praticamente coincidentes a

| D (jo) |, ndo variando mais que 1 [dB]. Note-se ainda que considerar um envelope de

amplitude com limitante inferior | D (j®)| é uma opgdo bastante conservadora, pois para
grande extensdo do dominio de 7 ndo se admitem valores tdo grandes para « .

Quanto ao envelope de fase, ¢ possivel provar certas propriedades a partir de algumas
hipoteses  simples. Considere-se que para 77 existem apenas curvas de
acionamento/desligamento monotonicamente crescentes € que haja um tempo méaximo de

acomodac¢do 7, para essas curvas. Entdo, para D(s)e 2, tem-se d(¢)=0 para 0<t<7, e

d(t)=0 para t >7,. Assim,

D(jw) = jo d(t)e 7 dt
= /D(jo) e[-wr, ,0]

(8.11)

Além disso, dado que r(¢) <rp(t) para 0<t <7, e r(t)=rp(t) para t 2 7,., tem-se que

D(je)~ Dy (jo) = joo| . [rt)=rp ()] dt = jof " [r(0)=ri (0]
} (8.12)

= Z(D(jw)-Dp(jw)) e {—%—a)ra,—%

Analogamente,

A(D(ja))—DG(jw))eE—a)f“,ﬂ (8.13)
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Sabe-se que, se Zae [Q, gﬁ] , Zbe [;_(, ;7] e yY<e+z , entdo

4(a+b)e[min{g,;(},max{(ﬁ,;?}}. Dai, sobre a soma de D(jw)—Dp(jw) ¢ Dp(jo)

pode-se concluir que, desde que ZDy (jw) < 7/2 - wz,,

£D(jo)< /Dy (jw) (8.14)

De modo anélogo, para ZD;(jw) > — /2, garante-se que

£Dg(jo) < ZD(jw) (8.15)

Considerando-se um tempo de acomodagdo de 5% para a resposta a degrau de Dy (s),
tem-se 7, =65 [ms]. Assim, graficamente verifica-se que a condi¢do ZDp(jw)< 7/2-wz,
equivale a <28 [rad/s]. Ja a condigdo £Dg;(jw)>—7x/2, equivale a @<30.5 [rad/s].
Portanto, o envelope determinado por £Dr(jw) e £Dgs(jw) terd validade garantida até a 5°

harmonica de £, .

Contudo, devido a menor significancia das demais harmonicas, parece
razoavel o uso desse envelope para toda a faixa de interesse. Uma opg¢ao mais conservadora

seria assumir limites em [-w7,,0] fora da faixa em que se demonstrou a validade desse
envelope. Essa segunda opgao ¢ mostrada na figura 8.6.

Em suma, as seguintes funcdes de transferéncia sao assumidas para definir os envelopes

no dominio da freqiiéncia:

s e

_ A O+ 0]

D(jo)= mm; i (8.16)

, se w>28
Otminja)—i—l
1. 1 |gGij; , se @<30.5
Ay JO+ jo

D(jo)=1 " ¢ (8.17)

1
A pax JO+1

exp(—jor,), se @>30.5
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Figura 8.6 — Envelope de fase para a fungao de transferéncia de acionamento/desligamento
Note-se que a discussdo presente nesta secdo pode levar também a representacdo de
incertezas na forma multiplicativa. Contudo, a representacao por meio de envelopes sera mais
adequada para a andlise de robustez que seguird. Uma possibilidade de representacdo na

forma multiplicativa seria considerar a planta nominal com D(jw)= Dp(jw) e a com fungio

de erro multiplicativa

. _ D(jo)
W(jw)_—DF(ja)) 1 (8.18)

Usando (8.11) e (8.12) ¢ facil obter um limitante para a fase do erro:

LW (jw) e [—an'a —7z/2—ADF(a)),—7r/2—LDF(a))] (8.19)

O limitante de amplitude ¢ de calculo mais complicado, mas pode ser obtido fazendo-se,

por exemplo, uma analise paramétrica de D(«,7,s). Porém, constata-se que usar o intervalo

de fase de (8.19) produz em geral conjuntos de incerteza muito mais conservadores que
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aqueles dados pelos envelopes de fase e amplitude. Assim, para usar eficientemente a
incerteza na forma multiplicativa seria necessario um esforco maior para encontrar limites

menos conservadores para a fase da fungao erro.
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9 Analise da robustez da condicédo de existéncia de ciclo-limite
Neste capitulo as condi¢cdes necessarias para a existéncia de ciclos-limite sdo testadas
quanto a sua robustez. Como essas condi¢cdes sdo apenas necessarias, sera importante validar
os resultados obtidos, o que se fard via simulacao no proéximo capitulo. Devido as restricdes
de chaveamento, um ciclo-limite sera robusto apenas se
sup f=1_., 9.1)
feF
Seja & a familia de possiveis lugares de Tsypkin para o sistema perturbado por

incertezas. Assim, de acordo com as restricdes de chaveamento, o seguinte critério ¢

necessario para a robustez do ciclo limite

dAg _
LA (0)=7=1Im E(a)) <0,VA;e L Vowe (Oax -7/ tligd | (9.2)
Assim, uma fronteira de bifurcagdo pode ser calculada encontrando-se os valores de z e

p que violam a condigdo acima para @ = @,,,, . Novamente corrobora para a necessidade de
simulacoes de validagdo o fato de que ndo hé garantias de que essa fronteira divida o espago
de parametros em duas regides distintas quanto a verificagdo de (9.2). Contudo, ¢ pouco
provavel que essa ndo seja a fronteira de bifurcagdo procurada pois, como comentado no
capitulo anterior, ndo se observaram casos em que o lugar de Tsypkin indicasse a existéncia

de mais de um ciclo-limite estavel a ndo ser quando um deles € tal que @, =0.

A fronteira de bifurcacdo serd dada pelo conjunto de pontos (z, p ) para os quais

[{ng}; { Im{A £ (Dmax )}} =0. Como mostra a figura 9.1, a fronteira de bifurca¢do procurada
¢

ocorre quando o limite inferior do intervalo de possiveis Im{A(@,,)} toca o zero.
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Figura 9.1 — Aspecto do lugar de Tsypkin incerto para p ez sobre a fronteira de bifurcagdo

9.1 Procedimento para analise de robustez no caso de incertezas estruturadas

Uma condig¢do suficiente para invalidar (9.2) é

I € B:Im{A; (O )| <0 € Re{Ag(0)} <0,V 0 €[y, 7/ tligd] (9.3)

De fato, como A:(7/tligd)=0 e o lugar de Tsypkin ¢ continuo, a condi¢do acima

implica que deve haver no intervalo (@, .7 /tligd| uma freqiiéncia em que o lugar de
Tsypkin cruze positivamente o eixo real negativo, ou seja, uma freqiiéncia correspondente a

um ciclo-limite estavel. Na pratica, basta verificar Im{A £ (a)maX )} <0, pois em geral o lugar

de Tsypkin ¢ totalmente contido no semi-plano real negativo. Os casos em que eventualmente
isso ndo for verdadeiro serdo detectados na etapa de validacao.
Assim, para o caso de incertezas estruturadas, procede-se a andlise de robustez usando a

expressdo exata para o lugar de Tsypkin e, para cada combinagdo de z e p, varrendo o

espago dos parametros a € 7 em busca da combinagdo que minimize Im{A £ (Bpax )} A

busca poderd ser interrompida cada vez que resultar em Im{Asg (a)maX )} <0, podendo-se

passar para uma nova combinacdo de z e p . Por isso, uma andlise acelerada ¢ obtida
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dispondo-se o e 7 de forma que as dinamicas mais rapidas sejam calculadas primeiramente,

0 que aumenta a probabilidade de se encontrar a condi¢do Im{A £ (Dpax )} <0.

9.2 Procedimento para analise de robustez no caso de incertezas ndo-estruturadas

Para o caso de incertezas ndo-estruturadas, a identificacdo dessa fronteira pode ser

facilmente realizada pela escolha de Dgx(j@p.xk) dentro dos envelopes de amplitude e fase

de modo a minimizar, sendo z e p dados, a contribui¢do de cada harmoénica @,k para a

parte imaginaria do lugar de Tsypkin.

—stligd ' . .
Definindo-se L'(s) = -~ L(s) ¢ 0(s) =2 ¢ definindo y = 2U2DUL)
2 D(s) =" [oGm)D(jo)
_=w , podem-se estudar as contribuigdes do envelope para
|0(jw)D(jo)|

Lex(jw) = O(jw)Des (o).
Se Ly < (-7[/2 +2£7z) < Zwy , ! inteiro,

Lz (jo) = - j|D(jo)||0(jo) (9.4)

Caso contrario,

‘5(jw)‘|0(jw)|argwir{1$rvlj}(Im{l//}), se Wi?;tylj}(lm{l/l}) <0

) |l_)(ja))||0(ja))|argy/161{1;r;/}(Im{l//}), se WIél{l;l:/}(Im{l//}) >0

A figura 9.2 ilustra como a expressdo acima pode ser avaliada graficamente. Para cada

freqiiéncia, o conjunto de possiveis O(jw)D;(jw) tem a forma de um retangulo e o pior caso

¢ dado pelo ponto no lado do retangulo que possui maior valor de amplitude e valor de fase

mais proximo de -90°. Na figura, o pior caso ¢ marcado por um pequeno circulo. A figura em

questao foi tragada para w e [7.6,15 .5] , p=-5 ¢ z=-9. De modo similar, para se encontrar

0 caso mais favoravel, bastaria escolher a maior contribuicao para a fase de 90°.
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Figura 9.2 — Exemplos de determinago do pior caso de L'(jw)

Para a mesma combinacao de parametros, que esta proxima a fronteira de bifurcacao, foi
tragada a figura 9.3. A primeira conclusdo importante ¢ que, para baixas freqiiéncias, o pior
caso ocorre para a mais rapida resposta do atuador. Para quase todo o espectro, a amplitude da
resposta deve ser a maior possivel, porém, ha freqiiéncias em que as variagdes de fase e
amplitude sao muito rapidas. Por isso, ndo devera existir uma funcao de transferéncia racional

ou uma combinac¢do de uma fung@o racional e de uma exponencial que realizem Dg«(j®). E
provavel ainda que a resposta a degrau de Dg«(jw) sequer esteja contida no envelope

temporal.

Entretanto, para que se trate do pior A(w), basta que Dg«(j®) tenha as caracteristicas

desejadas para as harmoénicas de @,,,,, que estdo indicadas na figura. Isso possibilita que

ax ?
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Dg+(jw) seja mais simples e, em geral, favorece as respostas mais rapidas, uma vez que, para
uma dada escolha de ., ou de (z,p), ¢ menos provavel que as freqiiéncias kw,,,,

coincidam com os intervalos de grande variagdo de Dg«(jw). No caso da combinagdo de

parametros da figura 9.3, a resposta mais rapida D(j®) mostra-se praticamente igual a

Dg+(jw) ate a 7* harmonica.

|D(je)| [dB]

-100

2 D(jo) [°]

-150

1

10 max 3o 10

® [rad/s]

Figura 9.3 — Diagrama de Bode de D;.(j®) (pontos) e limites do envelope de amplitude e fase (linha continua)

9.3 Determinacao da fronteira de estabilidade do sistema
Outra fronteira de importancia para a analise de robustez nesse sistema ¢ aquela que

separa as regioes de comportamento estavel e instavel. Essa fronteira se relaciona com a

estabilidade do ciclo-limite de freqiiéncia zero, por isso, ¢ dada pelos valores de z e p tais

que
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i dAs
max | lim Im —(a)) =0 (9.6)
AfGE a)—)0+ da)

Para cada combinacdo de z e p , no caso menos favoravel, ter-se-a

. dA e . . +
lim Im (o) =0. Assim, no limite @ — 0",
w—>0" do

Im dhe (@)= e Z ilm cos whtligd ) Ler (k) ¢ Jhetligd /24 _
do T & dw 2 k
impar (97)
d otligd .\ —jetigd/2 | _ d . —jotligd |2\ _
@%Im{COS( ) JLQ’:*(]G))Q —%Im{Lg*(]a))e }—0

Por fim, uma vez que Lg«(j®) — 7 , a condi¢do acima ¢ equivalente a

lim iag*( jw)e /Mligd!2 — (9.8)

0" dw

Substituindo Lgx(j@) ,

iéLg*(ja))e—ja)ﬂing %L[ (]a)+l)(]a) z)D o )J_tllgd

do 2
o’ (jo-p) 9.9)
= 4 T +arctgw — arctg2 + arctgﬂ _lligd + iLDé* (jw)
dw z p 2 dw
Derivando, tomando o limite e igualando a zero, obtém-se
L digd iZDSe*(]a)) 0 (9.10)
z p 2 -0t dw
Ao observar-se o envelope de fase e magnitude, pode-se concluir que
d d d
lim — ZD(jw) < hm —LD§ (jow) < hm — /D(jo)
00" dw —0" dw -0t dw 9.11)

= —0.87,-0.17, < lim iZDé(]a))< ~0.175 — 0.87, — 0.1z
w0t dw

Esse limite pertence, portanto, ao intervalo [-53,-8.7] [ms]. Como as derivadas da fase e

da parte imaginaria de Lz« (j®) possuem sinais opostos no limite @ — 0", conclui-se que a

fronteira de estabilidade ¢ determinada pela equa¢do (9.10) quando De(jw) ¢ tal que

lim diéDé (jo) € minimo.
o—0" do
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Resultado andlogo pode ser obtido para o caso de incertezas paramétricas usando a

expressao exata do lugar de Tsypkin. Para @ pequeno, vale

ZA(0)=1+0 d{P(S)} PO)_zte (9.12)
ds| O(s) |,_,/ Q0O) 2
Assim, a fronteira de estabilidade encontra-se em
im 4 sAa(0)= 9| PO PO _THT_, (9.13)
00" dw ds| Q(s) |/ QO) 2
Substituindo os residuos,
[Z(l—a)— p;ZJ Z o tigd _y 1,1 ted iy 9.14)
p p p 2 z p 2

Note-se que (a+r)e[9.76,38.1] [ms], que estd contido no intervalo [8.7,53] [ms],

referente a incerteza nao-estruturada.

9.4 Resultados numéricos da analise de robustez

Para o trabalho numérico o espago zx p =[-9.9,-0.1]x[-12,-0.05] foi dividido numa

grade com resolugdo AzxAp=0.2x0.05 . Calculado Ag(j ) sobre essa grade, a

a)max

fronteira de bifurcacao ¢ constituida pelos pontos em cada linha (ou coluna) dessa grade que

minimizam o moédulo de Im{Ag*( ja)max)}. A escolha do niimero N de harmoénicas a ser

utilizado no calculo do lugar de Tsypkin foi realizada empiricamente pela observagdo de
como a fronteira de bifurcacao obtida convergia a medida que N ¢ aumentado. Os resultados
exibidos na figura 9.4 justificaram a escolha de N =35 e também ilustram como o uso da
fronteira prevista pelo método da fungao descritiva nao leva ao desempenho robusto. A figura

9.4 mostra os resultados obtidos pela formulagdo nao-estruturada das incertezas.
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Figura 9.4 — Convergéncia da fronteira de bifurcagdo em fung@o do termo de truncamento N . z e p dados em
[s"]
A figura 9.5 exibe as regides em que a freqiiéncia do ciclo-limite simples est4 delimitada

de modo robusto. A regido apropriada para o controle ¢ aquela em que 0< @y < @, - Em

especial, a amplitude sera minimizada nas vizinhangas da fronteira de bifurcagdo para a regiao

@y = o, A fronteira de estabilidade foi tragada para 1im+diZD§* (jo)=-53 [ms]. A

- max °
w—0 w

regido em que ¢ garantidamente requisitada uma freqiiéncia superior a @,,, foi obtida
calculando-se o A, mais favoravel. Em comparagdo coma as outras, ¢ notavelmente extensa
a regido em que pode ocorrer a bifurcacdo (@, = @,,,, ), 0 que indica quao significativo é o

efeito das incertezas de modelagem.
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T T T T T T
o, =0
O£®0<comax 0
2k
O<m _<m
0 max

4 i
o 61 coOzmmax ]
-5 m0>mmax 7
0k i

A2 1 ! 1 \ 1 1 ! 1 1

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Figura 9.5 — Regides de comportamento robusto do ciclo-limite. z ¢ p dados em [s]

9.5 Avaliagédo do desempenho robusto

A grande 4rea da regido @, = @,,,, sugere ainda que um projeto robusto estara sujeito a

max
grandes intervalos de variagdo da freqii€ncia de oscilagdo e, por conseguinte, da amplitude. A
figura 9.6 mostra como varia a menor freqiiéncia de oscilagdo possivel sobre a fronteira de
bifurcagdo. Para obter essa curva, realizou-se a busca sobre a grade de parametros o e 7 da
menor freqiiéncia de oscilagdo dada pela expressdo exata do lugar de Tsypkin. A definicao

dessa grade ¢ dada na secdo seguinte. Ressalta-se que a curva obtida na figura 9.6 equivale a
curva das freqiiéncias de oscilagdo para a planta mais lenta possivel: D (s). Contudo, deve

haver cautela quanto a se concluir que sempre a maxima freqiiéncia corresponde a curva de
acionamento mais rapida e a minima, a mais lenta, o que tornaria a andalise de robustez

demasiado simples. Sabe-se que o mesmo resultado ndo ocorre quando se considera uma
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formulacao de incertezas nao-estruturada ou quando se consideram outras estruturas para o

controlador.

55 T T T T

1= S

min

z [5'1]

Figura 9.6 — Variagdo da minima freqiiéncia de oscilag@o sobre a fronteira de bifurcagdo
A anélise da figura 9.6 mostra que, conforme era esperado, quanto mais proximo do
cruzamento com a fronteira de estabilidade (z=-3.5), maior ¢ o intervalo de variacdo da
freqiiéncia angular. Por outro lado, a medida que z se distancia dai, o intervalo de variagdo da

freqliéncia tende assintoticamente a [0.8a)max,a)max] . Nesse caso, tem-se a amplitude

variando de 0.3° a 0.9°. No caso de z=-3.7, a amplitude de rolamento pode chegar até 6.5°.
Quanto a taxa de variacdo de amplitude, para valores de z altos em mddulo, esta pode variar
entre 1.2 [*/s] e 2.7 [°/s]. Tudo isso mostra que € possivel atender de modo robusto a requisitos

de desempenho mais rigorosos que os do projeto original.
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Ressalta-se que, caso ndo se considerasse um dominio limitado para os parametros de
controle, o 6timo corresponderia a z=—o e p =-30. Nesse caso, talvez se faga necessario

ao projetista estabelecer um compromisso entre minimo intervalo de amplitude e banda de

passagem do ruido de medida.

9.6 Resultados da analise paramétrica de robustez

A andlise paramétrica das condi¢des de robustez fez-se sobre o dominio de @ e 7 dado
no capitulo 8 dividido numa grade com Aa =0.8 [ms] e A7 =1.1 [ms]. Tragcou-se na figura
9.7 a fronteira de robustez obtida pela caracterizacdo paramétrica das incertezas de
modelagem. No eixo p, essa curva estd em média 0.3 [s'l] abaixo da primeira; e, no eixo z,
0.6 [s™'] & direita. A exemplo do que se fez na se¢do anterior, determinou-se que uma escolha

ideal de p e z sobre essa fronteira menos conservadora, reduz o intervalo de possiveis @, de

[0.800x » Prmax | PAra [0.84@, 0., @pay |, © que implica uma diminui¢do na maxima amplitude

possivel de 11% (de 0.9° para 0.8°).
Na figura, pouco acima dessa curva observa-se a fronteira de bifurcacdo para o

movimento quase-periddico obtida quando se considera D(jw)= Dr(jw). Essa fronteira
mostrou-se praticamente coincidente com a fronteira obtida por uma outra analise paramétrica
considerando uma estrutura D(jw)=(as+1)"(Bs+1)"! com axf em [4,13.2]x[4,13.2]

[ms]. Para manter a legibilidade, optou-se por ndo tragar tal curva na figura 9.7. A notéavel
proximidade dessas trés curvas se deve ao fato de que, para ambas as analises paramétricas, o
pior caso em todo o espaco zx p correspondeu sempre a resposta dindmica mais rapida.
Como, em cada estrutura paramétrica, a resposta mais rapida foi escolhida de modo a se

ajustar a Dr(s), fica explicada a proximidade das curvas. O fato de a resposta dindmica mais

rapida corresponder ao pior caso tornou a andlise paramétrica mais rapida que a analise ndo-

paramétrica.
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-4 - T ~ _

Figura 9.7 — Comparag@o de fronteiras considerando incertezas ndo-estruturadas (linhas continuas), incertezas

estruturadas (linha com cruz) e as fungdes D (s) e D (s) (linhas tracejadas). z e p dados em [s].

J4 para o caso mais favoravel, quando se considera D(jw)= D (jw), verifica-se um
conservadorismo bem maior, que pode chegar até 2 [rad/s] em cada eixo.

Por fim, ¢ marcante o fato de que cada curva na figura 9.7 ¢ muito bem aproximada por
hipérboles na forma p = —\/qlzz + g, - Contudo, ndo parece haver nenhuma relacdo algébrica

simples que possa ser deduzida a partir da expressdo exata do lugar de Tsypkin.

9.7 Analise de robustez pelo método de Hamel
Nesta secdo ¢ apresentada uma alternativa de andlise de robustez que pode tornar-se
bastante interessante do ponto de vista de projeto, uma vez que diminui de um o nimero de

parametros no espaco de busca. Ela consiste em substituir o lugar de Tsypkin pelo lugar de
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Hamel de modo que a alocacao do zero pode ser feita de maneira mais intuitiva. Definindo

e=u(T/2)e = %(T /2), o lugar de Hamel ¢ dado pela curva no plano de fase:

7 =(¢,¢)=(oRe{A},Im{A}) (9.15)
7 (Ornay )

\ N

& ‘\\\ AS
&E=— >
z /\\\\\
e
7 (0)

Figura 9.8 — Projeto robusto usando o lugar de Hamel (linha continua) e modificando a reta de chaveamento

(linha tracejada)

Dessa forma, a freqiiéncia de oscilagdo também ¢ determinada pelo cruzamento do eixo
das abscissas. Por outro lado, o acréscimo do termo (s—z) a funcdo de transferéncia de
malha aberta pode ser interpretado como uma mudanga da condi¢ao de chaveamento para
—ze+¢=0. Assim, a freqiiéncia de oscilacdo pode ser determinada pelo cruzamento do lugar
de Hamel do sistema sem o zero e da reta £=¢/z. Isso sugere que a sintese de um
controlador robusto pode ser feita ajustando-se retas que passam pela origem aos conjuntos de
possiveis pontos no lugar de Hamel. A figura 9.8 ilustra como a andlise de robustez a que se
propds este texto pode ser realizada: a freqiiéncia de oscilacio pode ser aumentada
diminuindo-se z em moddulo até que a reta de chaveamento toque o conjunto de possiveis
M (Orx ) -

Se esse conjunto possui o formato de retdngulo e 7/ (@,,,,) estd no segundo quadrante,

conclui-se que
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L Min £(@y) min(Re{Aé(a)maX)})
= = Wpax min(lm{/\g(a)max)})

Procedendo assim foi possivel calcular uma nova fronteira de bifurcacdo usando

MiN &(@py) 10

incertezas nao-estruturadas. Em comparagdo com a fronteira calculada na se¢do 9.4, a nova

fronteira mostra-se levemente mais conservadora, conforme se observa na figura 9.9.

-
n
T

~
S
1

Figura 9.9 — Comparacgao das fronteiras de bifurcacdo calculadas por meio do lugar de Tsypkin (linha continua) e

do lugar de Hamel (linha tracejada). z ¢ p dados em [s]
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10 Validagéo da analise de robustez

Como alertado nos capitulos anteriores, existe uma série de hipoteses que deveriam ser
verificadas para que a andlise de robustez possa ser considerada correta. Sendo a verificagao
analitica dessas hipoteses extremamente trabalhosa, optou-se por validar a andlise usando
simulagdes numéricas.

A primeira dessas hipdteses consistiu em considerar o ciclo-limite unimodal como
comportamento global do sistema desde que ndo sejam violadas as restri¢des de acionamento
dos atuadores. Sobretudo intuitivamente, essa hipotese ¢ muito razoavel. Uma andlise dessa
hipdtese poderia ser feita definindo-se fungdes de Lyapunov nas superficies de chaveamento a
maneira de Gongalves et al. [27].

Uma segunda hipdtese foi a de que a condigdo de estabilidade de ciclos-limite usada ¢
suficiente e necessaria. Uma possivel prova da suficiéncia estaria em estudar se Lg (jo)
realmente cruza o eixo real uma unica vez. A terceira hipotese considerou a inexisténcia de
chaveamentos adicionais entre os tempos de chaveamento naturais do ciclo-limite. Uma
ultima hipdtese assumiu que ha apenas uma freqiiéncia de oscilagdo estavel. Verificar essas
hipoteses requereria um esforco computacional proibitivo.

A primeira estratégia de validagdo considerou a dimensdo de Lyapunov, dado que os
expoentes de Lyapunov sdo o indicador ideal do comportamento qualitativo do sistema e de

suas bifurcacdes. Para cada ponto (z, p) , 0 procedimento de validagdo consistiu em escolher

aleatoriamente uma condi¢do inicial e simular o sistema, calculando seu espectro e sua

dimensao de Lyapunov. Essa simulacao foi realizada para uma grade no dominio de possiveis

-1 T . ~ .
valores de @ e 7. Sempre que um desses valores indica um atrator com dimensdo superior

a 1.05, o comportamento dindmico ¢ classificado de natureza ndo-periddica e a busca ¢

encerrada para aquele ponto (z, p). Para acelerar o calculo, o' e 7 sdo dispostos de forma
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que as dindmicas mais rapidas sdo analisadas primeiramente. Desse modo, aumenta-se a
probabilidade de se encontrar altas dimensdes no inicio da busca. Ainda assim, o calculo do
espectro de Lyapunov € lento a ponto de ndo ser possivel calcular em poucos dias todo o

espaco de pardmetros considerados. Por isso, a analise pode ser feita apenas na vizinhanga da

fronteira de bifurcagao mostrada na figura 10.1. Adotou-se Aot =32 [s']e Az =22 [ms].

T T T T T T T 3
051 B
4 L 28
£
r 12.6
15+ _
r 12.4
a5l i - 12.2
T& 5 -2
[=
350 - r -11.8
5 11.6
45) 1 L i
- 41.2
3.5 1 1 1 1 1 1 1 I -

z [5'1]
Figura 10.1 — Dimensdo de Lyapunov (escala de cinza) na vizinhanga da fronteira de bifurcacdo (linha com
asteriscos). A fronteira de estabilidade ¢ tragada em linha continua.
Na figura 10.1 o resultado das simulagdes de validagao sdo comparados com a fronteira
de bifurca¢do obtida pela analise paramétrica de robustez. Os resultados confirmam que a
fronteira obtida ¢ de fato uma fronteira de bifurcago, pois sobre ela ocorre um subito salto de
dimensdo dos atratores. Esse salto apenas nao ocorre fora da regido de estabilidade, como era

de esperar.
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Figura 10.2 — Fronteiras de bifurcacdo (linhas continuas) e regides emque 7 > T (clara)e T < T (escura)

Por ndo se ter analisado todo o espaco de parametros de controle, ndo ha como garantir
que nao haja outras fronteiras de bifurcacdo entre a fronteira de estabilidade e a fronteira de
bifurcacdo primitiva. Assim, faz-se necessario analisar o comportamento do sistema nessa
regido. Para isso, uma alternativa mais rapida que calcular o espectro de Lyapunov ¢ calcular
o intervalo de tempo médio entre os instantes de entrada no modo m =1. Sendo o periodo

encontrado pequeno mas superior a 7, .., pode-se concluir que ndo hd movimento quase-

ax
periodico e pode-se ter certeza sobre a existéncia do ciclo-limite simples. De fato, se o
comportamento do sistema fosse instavel, o periodo médio seria exageradamente grande. Se o
comportamento fosse o de ciclos-limite complexos o intervalo médio entre os instantes de

entrada m =1 seria inferior a 7

max » Uma vez que em cada periodo haveria pelo menos duas

entradas em m =1 num tempo menor que t/igd . As simula¢des foram realizadas com
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parametros similares aos da anterior, adotando-se um horizonte de simulacao de 75 [s] e

considerando-se que periodos acima de 1.20005 eram superiores a T, . Os resultados sido

apresentados na figura 10.2 e mostram que a regido entre as duas fronteiras ¢ realmente uma

regido de movimento periodico com 7' > 7T, .. .
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11 Conclusao

O presente trabalho ocupou-se do estudo da robustez do comportamento de um sistema
afim por partes com tempos de transicdo minimamente espagados que € encontrado em
veiculos langadores e satélites. Usando métodos exatos para ciclos-limite, mostrou-se como ¢
possivel obter desempenho 6timo na presenca de incertezas de modelagem, tendo sido
desenvolvidas e apontadas as principais ferramentas de analise e sintese para isso. O
procedimento de obtengao do controlador 6timo consistiu no uso do método de Tsypkin para
estudar, sobre o espago de parametros de controle, a robustez da condigdo de existéncia de
ciclo-limite que as restri¢des de chaveamento impdem. Isso permitiu identificar nesse espago
uma fronteira de robustez sobre a qual se procurou maximizar a minima freqiiéncia de
oscilagdao possivel. Portanto, o referido desempenho 6timo tem por caracteristicas assegurar
que o ciclo-limite ndo esteja sujeito a bifurcagdes e que sua freqliéncia seja maxima no pior
caso. Assim, a amplitude de oscilagdo e o consumo de combustivel sdo minimizados dentro
da estrutura de controle escolhida.

Entre as possiveis implicagdes praticas desse resultado para veiculos langadores podem-
se contar: reducdo da poténcia dos atuadores, diminui¢do do combustivel transportado e
aumento da carga paga. Dois beneficios imediatos seriam uma maior precisdo na atitude
desejada e a reducao na taxa de variacao da inércia do veiculo. Também outros sistemas de
controle a relé que alternem entre subsistemas instaveis podem aumentar sua eficiéncia pela
aplicacdo da técnica proposta.

Ademais, ¢ introduzida uma metodologia de andlise/sintese de controladores robustos
para ciclos-limite usando um método exato. A literatura até entdo investia seus esfor¢os na
aproximacao da fun¢ao descritiva, a qual ndo se mostrou tdo apropriada para uma analise de
robustez no presente caso. As duas principais vantagens do uso de métodos exatos sdo, como

¢ evidente, a exatiddo da andlise e, com relagdo a problemas em que € possivel contabilizar o



124

impacto da aproximacdo de primeira harmoOnica na andlise de robustez, um menor
conservadorismo. Uma das desvantagens dos métodos exatos com relagdo ao da fungdo
descritiva € a escassez de procedimentos de sintese de controladores. Um provavel problema
dos métodos exatos deverd surgir na analise de sistemas de maior ordem, para os quais sera
possivel um maior nimero de ciclos-limite estdveis. Ambas essas deficiéncias podem ser
tratadas usando-se a fun¢do descritiva em conjunto com os métodos exatos. Por fim, lembra-
se que um proceder semelhante ao apresentado neste texto também poderd ser usado com o
objetivo de limitar inferior e superiormente intervalos de freqiiéncia e amplitude de ciclos-
limite.

A natureza de comportamentos dindmicos complexos pode ser compreendida a luz de
técnicas como o espectro de Lyapunov, dimensdes fractais calculadas usando transformada de
wavelets e mapas de Poincaré. Mais que um ferramental para validagao da analise de robustez,
as ferramentas da teoria de dindmica ndo-linear empregadas serdo valiosas em futuros
projetos de controladores robustos, uma vez que permitem compreender as dinamicas nao-
periddicas que deverdo ser toleradas ou evitadas nos projetos mais arrojados desses
controladores.

Dois sdao os caminhos para tais projetos mais arrojados. O primeiro deles ¢ um controle
robusto que combina ciclo-limite € movimento quase-peridodico. Uma vez que a amplitude do
movimento quase-periddico € conhecida, esse movimento podera ser considerado nos projetos
de controle. Para tal, basta empreender uma analise paramétrica da expressao obtida para sua
amplitude. O segundo caminho consiste em usar controladores nao-lineares. Um exemplo
interessante de controle ndo-linear reside no emprego de algoritmos de otimizagdo dos
instantes de chaveamento. Alguns dos algoritmos disponiveis na literatura podem ser

adaptados para o caso da restricao de minimo espagamento entre esses instantes [66].
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Para trabalhos futuros, outros dois aspectos nao contemplados neste texto sao dignos de
atengdo: o efeito de perturbacdes exdgenas ao modelo e a resposta transitoria do sistema de
controle. Algumas modificagdes simples no controlador também devem ser investigadas: o
aumento da sua ordem; e a varia¢do do tempo de repouso dos atuadores, o que ofereceria

maior liberdade no ajuste do consumo de combustivel.
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